Formes de Whitney et primitives relatives de formes différentielles sous-analytiques by Brasselet, Jean-Paul & Teissier, Bernard
Formes de Whitney et primitives relatives de formes
diffe´rentielles sous-analytiques
Jean-Paul Brasselet, Bernard Teissier
To cite this version:
Jean-Paul Brasselet, Bernard Teissier. Formes de Whitney et primitives relatives de formes




Submitted on 7 Feb 2010
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
Distributed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License
Formes de Whitney et primitives relatives de formes
diffe´rentielles sous-analytiques
Jean-Paul Brasselet ∗ et Bernard Teissier †
7 fe´vrier 2010
(version 50) De´die´ a` Heisuke Hironaka
Table des matie`res
0 Introduction 3
1 Ge´ome´trie des morphismes triangule´s 4
1.1 Rappels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Morphismes et faisceaux prismaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2 Faisceau prismal associe´ a` un morphisme simplicial 6
3 Formes de Whitney 16
3.1 Formes re´gulie`res, ho¨lde´riennes et sous-analytiques . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2 Formes diﬀe´rentielles sur les complexes simpliciaux et les ensembles prismaux 18
3.3 Formes de Whitney sur les complexes simpliciaux . . . . . . . . . . . . . . 18
3.4 Formes de Whitney sur les ensembles prismaux . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.5 Formes de Whitney et formes relatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4 Formes diffe´rentielles sur les faisceaux prismaux 28
4.1 De´ﬁnitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.2 Etude des formes de Whitney relatives dans Pf . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.3 Triangulations et formes sous-analytiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
5 Formes sous-analytiques et formes de Whitney relatives 34
6 Primitives relatives de formes diffe´rentielles sous-analytiques 40
6.1 Re´solution de l’e´quation aux de´rive´es partielles . . . . . . . . . . . . . . . . 43
6.2 Prolongement vertical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
6.3 Prolongement horizontal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
6.4 Le re´sultat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
∗CNRS, IML Luminy
†CNRS, IMJ Paris
AMS classification : 32B20, 32B25, 58C35
1
Table des figures
1 Exemples de Sf et Pf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2 Sf au dessus de τ et de τ
′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3 Sf et Pf au dessus de τ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
4 Sf et Pf au dessus de τ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
5 Spe´cialisations possibles d’un 5-simplexe au dessus d’un 2-simplexe τ . . . 13
6 Les ensembles Fi et Gi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
7 Les homothe´tiques σ(x,ε) et π(σ)(x,ε) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
8 Faces γ de φ dans Sf et Pf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2
0 Introduction
L’origine de ce travail est une question pose´e par Franc¸ois Treves au second auteur en
1982 :
Etant donne´s un morphisme analytique g : Sn → R ou` Sn est la sphe`re de dimension
n, et une r-forme diffe´rentielle ω de classe C∞ sur Sn dont la restriction a` chaque fibre
non singulie`re de g est exacte, existe-t-il une (r − 1)-forme H ho¨lde´rienne sur Sn telle
que l’on ait
dg ∧ (ω − dH) = 0,
la diffe´rentielle dH e´tant prise au sens des distributions ?
Dans ce travail nous de´montrons un analogue de ce re´sultat pour une forme ω sous-
analytique et continue, dans le cadre plus ge´ne´ral des morphismes sous analytiques propres
triangulables entre espaces non singuliers (voir le Corollaire 6.3 ci-dessous). Rappelons que
Masahiro Shiota a de´montre´ que tout morphisme sous-analytique d’un espace compact
vers R est triangulable (voir [Sh1], [Sh2], Chap. II, §3) et que le second auteur a prouve´
(voir [Te1]) que tout morphisme sous-analytique propre devient triangulable localement
sur la base apre`s des changements de base qui sont des compose´s ﬁnis d’e´clatements locaux
du but.
S. Chanillo et F. Treves ont prouve´ en 1997 (voir [C-T], Lemme 2.2) un re´sultat analogue
a` l’e´nonce´ ci-dessus : sous l’hypothe`se d’annulation a` l’ordre inﬁni de ω le long des ﬁbres
singulie`res de g, ils obtiennent une primitive relative de classe C∞ satisfaisant la meˆme
proprie´te´ d’annulation.
Rappelons aussi qu’une fonction h sur une varie´te´ analytique U est dite ho¨lde´rienne si
tout point de U posse`de un voisinage V tel qu’il existe des constantes positives α et C telles
que pour x, x′ ∈ V on ait |h(x)−h(x′)| ≤ C|x−x′|α. Une forme diﬀe´rentielle sur U est dite
ho¨lde´rienne si ses coeﬃcients sont des fonctions ho¨lde´riennes sur U et si sa diﬀe´rentielle
au sens des distributions peut eˆtre repre´sente´e par une forme a` coeﬃcients ho¨lde´riens.
Rappelons enﬁn que pour une fonction, eˆtre sous-analytique et continue implique la pro-
prie´te´ de Ho¨lder graˆce aux ine´galite´s de  Lojasiewicz e´tendues au cas sous-analytique par
Hironaka (cf [Hi], [Ha] et §1).
L’ide´e principale est de transformer ce proble`me d’analyse en un proble`me ge´ome´trique
en repre´sentant les formes diﬀe´rentielles au moyen des formes de Whitney. Rappelons que
la forme diﬀe´rentielle que Whitney associe (cf [Whi, Chap. IV, §27]) a` un simplexe d’une
varie´te´ diﬀe´rentielle triangule´e est essentiellement une re´gularisation de la forme volume
de ce simplexe exprime´e en coordonne´es barycentriques ; c’est cette dernie`re que nous
appellerons forme de Whitney. L’hypothe`se de triangulabilite´ du morphisme permet de
transporter le proble`me sur un morphisme simplicial f : ∆ → T au moyen d’home´omor-
phismes sous-analytiques.
Le cadre sous-analytique convient bien pour cette raison et parce que les formes vo-
lumes des simplexes en coordonne´es barycentriques sont line´aires par morceaux (dans
l’e´toile de chaque simplexe) et continues et donc sous-analytiques et continues. Elles sont
d’ailleurs non seulement ho¨lde´riennes mais meˆme lipschitziennes comme formes diﬀe´ren-
tielles de´ﬁnies sur l’espace entier. Il n’y a donc pas a` les re´gulariser, et l’on a une corres-
pondance biunivoque entre simplexes et formes de Whitney, ce qui joue un roˆle important
dans la suite.
La premie`re diﬃculte´ est que la de´composition simpliciale de ∆ n’induit pas sur les
ﬁbres de f une de´composition simpliciale. Mais nous avons remarque´ qu’elle induisait
3
une de´composition en prismes (produits de simplexes), et que ces de´compositions e´taient
naturellement isomorphes pour toutes les ﬁbres de points de l’inte´rieur d’un simplexe de
la base T . L’utilite´ de cette ge´ome´trie prismale a e´te´ remarque´e inde´pendamment et pour
des raisons analogues (inte´gration dans les ﬁbres), par J. Dupont et ses collaborateurs
(voir [Du-L], en particulier §3, et [Du-K]). Pour rendre compte des de´ge´nerescences de
la structure prismale des ﬁbres qui se produisent par spe´cialisation sur les faces d’un
simplexe de T nous avons introduit les faisceaux prismaux. Le morphisme simplicial de´ﬁnit
canoniquement un faisceau prismal mais en fait il est bien plus commode de travailler avec
un autre faisceau prismal, qui est un “e´clate´” de celui-ci et est trivialise´ au dessus de chaque
simplexe ferme´ de T . Sur ce faisceau trivialise´ il est facile de de´ﬁnir les formes de Whitney ;
la forme de Whitney d’un prisme est essentiellement le produit exte´rieur des formes de
Whitney des simplexes facteurs du prisme. Le calcul permet de de´ﬁnir naturellement
les formes de Whitney relatives. Apre`s avoir repre´sente´ (modulo les formes exactes) la
forme ω par une combinaison line´aire de formes de Whitney relatives, on cherche H
sous la meˆme forme, et le proble`me de la recherche d’une primitive relative se rame`ne
ﬁnalement a` la re´solution dans chaque simplexe d’e´quations aux de´rive´es partielles d’une
forme tre`s particulie`re qui permet de de´montrer assez facilement l’existence de solutions
sous-analytiques.
La premie`re partie du texte (§1 et §2) pre´cise le point de vue que nous utilisons sur
la combinatoire des morphismes simpliciaux. La seconde partie (§3) de´taille le comporte-
ment des formes de Whitney vis a` vis de cette combinatoire. On y trouve en particulier
une remarque (3.11) que nous pensons inte´ressante sur la version ”formes de Whitney”
de l’homomorphisme bord des chaˆınes simpliciales. Nous avons de´taille´ les calculs dans
l’espoir de faciliter l’application de cette ge´ome´trie prismale a` d’autres proble`mes. Dans
la troisie`me partie (§4 et §5) nous exprimons explicitement une forme sous-analytique
comme combinaison a` coeﬃcients sous-analytiques de formes de Whitney. Dans la dernie`re
partie, les re´sultats des parties pre´ce´dentes permettent de poser de manie`re pre´cise les
e´quations a` re´soudre pour trouver une primitive relative ; cette partie contient les re´sultats
d’inte´gration locale et de globalisation qui ache`vent la preuve du the´ore`me 6.1 et de son
corollaire 6.3, qui est notre re´sultat principal.
Nous remercions les colle`gues qui nous ont encourage´s pendant la pre´paration de ce
texte, et principalement Leˆ D.T. et Claude Weber, ainsi que le De´partement de Mathe´-
matiques de l’Universite´ de Gene`ve et la School of Mathematics de l’ICTP de Trieste qui
nous ont offert la possibilite´ de venir y travailler a` ce projet.
1 Ge´ome´trie des morphismes triangule´s
1.1 Rappels
De´finition 1.1. SoitX ⊂ Rn×Rm un sous-ensemble sous-analytique tel que la restriction
g : X → Rn de la premie`re projection soit un morphisme propre. On rappelle qu’une
triangulation de cette situation est la donne´e :
1. d’home´omorphismes sous-analytiques t de Rn×Rm dans lui-meˆme et t0 de R
n dans
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lui-meˆme, tels que le diagramme suivant soit commutatif
Rn ×Rm
t
−−→ Rn ×Rm ⊃ Xypr1 ypr1 yg
Rn
t0−−→ Rn = Rn
2. de de´compositions de Rn × Rm et de Rn en simplexes line´aires de telle fac¸on que
les home´omorphismes t et t0 soient analytiques a` l’inte´rieur de chaque simplexe et
que pr1 soit une application simpliciale. Ces donne´es doivent eˆtre compatibles avec
X : si l’image par t d’un simplexe rencontre X , elle est contenue dans X .
Dans la suite, e´tant donne´ un morphisme g triangule´ comme ci-dessus, nous noterons
∆ le sous-complexe simplicial deRn×Rm forme´ des simplexes dont l’image par t rencontre
X . Le sous-complexe simplicial de Rn forme´ des simplexes dont l’image par t0 rencontre
g(X) sera note´ T , enﬁn f : ∆→ T de´signera le morphisme induit par pr1.
Remarques 1.2. 1) D’apre`s l’ine´galite´ de  Lojasiewicz, tout home´omorphisme sous-ana-
lytique t est ho¨lde´rien sur tout compact : pour tout sous-ensemble compact K deRn×Rm,
il existe des nombres re´els positifs C et α tels que l’on ait : ‖t(y)− t(x)‖ ≤ C‖y − x‖α.
2) L’image par pr1 d’un simplexe est un simplexe et l’image re´ciproque par pr1 d’un
simplexe est une re´union de simplexes.
1.2 Morphismes et faisceaux prismaux
De´finition 1.3. Un prisme (resp. un prisme ouvert, resp. un prisme ferme´) est un produit
de simplexes (resp. simplexes ouverts, resp. ferme´s) line´airement plonge´s dans un espace
euclidien et muni de la topologie induite ; l’ensemble vide est donc un prisme auquel,
par convention, on attribue la dimension −∞. Une face d’un prisme est vide ou est un
produit de faces de ses facteurs. Nous appellerons coordonne´es barycentriques d’un point
d’un prisme la famille des coordonne´es barycentriques de ses projections sur les facteurs
du prisme.
Un ensemble prismal deRN est une re´union localement ﬁnie de prismes ferme´s telle que
l’intersection de deux quelconques d’entre eux soit une face de chacun. Un sous-complexe
simplicial d’une triangulation de RN est un ensemble prismal.
Sauf mention du contraire, les simplexes et les prismes conside´re´s dans la suite sont
ferme´s.
Un ensemble prismal de dimension pure d est une re´union de prismes de dimension d.
Une orientation d’un prisme π = σ0 × σ1 × · · · × σp est la donne´e d’un ordre sur
l’ensemble {0, . . . , p} et d’une orientation sur chaque simplexe σi. Une orientation d’un
prisme de´termine une orientation de chacune de ses faces. Une orientation locale d’un
ensemble prismal est la donne´e d’une orientation de chacun de ses prismes.
Si un ensemble prismal de dimension pure d est une pseudovarie´te´ (resp. une pseudo-
varie´te´ a` bord, voir [Spa, Chap. 3, 11]), tout prisme de dimension d − 1 est face de deux
prismes (resp. un ou deux prismes) de dimension d. Le bord, quand il existe, est le sous
ensemble prismal constitue´ des prismes de dimension d − 1 qui sont faces d’exactement
un prisme de dimension d. Un ensemble prismal Π qui est une pseudovarie´te´ de dimension
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d est oriente´ s’il est muni d’une orientation locale telle que les orientations induites sur
tout prisme de dimension d− 1 par deux prismes dont il est face soient oppose´es.
Rappelons qu’un morphisme simplicial d’un complexe simplicial dans un autre est une
application dont la restriction a` chaque simplexe de la source a pour image un simplexe
du but et qui est line´aire en les coordonne´es barycentriques.
De´finition 1.4. Une application ϕ d’un ensemble prismal Π dans un ensemble prismal
Σ est un morphisme prismal si pour tout prisme π = σ0 × σ1 × · · · × σp de Π, l’image
ϕ(π) est un prisme τ0 × τ1 × · · · × τs et l’application induite ϕ sur π est line´aire dans les
coordone´es barycentriques des prismes.
Un morphisme simplicial entre complexes simpliciaux est un morphisme prismal.
Un morphisme prismal entre des ensembles prismaux oriente´s est dit oriente´ s’il res-
pecte les orientations des prismes.
2 Faisceau prismal associe´ a` un morphisme simplicial
L’exemple suivant est fondamental pour ce qui suit :
Soit f : σ → τ un morphisme simplicial entre deux simplexes ; pour chaque sommet
yj de τ , (0 ≤ j ≤ s = dimτ), posons σj = f
−1(yj) et πf (σ) = τ × σ0 × · · · × σs. On se
propose de de´ﬁnir des morphismes prismaux




dont les restrictions au dessus de f−1(˚τ) et τ˚ × σ0 × · · · × σs sont des isomorphismes
inverses l’un de l’autre.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ sur le morphisme f , nous omettrons l’e´criture des
indices f dans ce qui suit. Ainsi nous noterons
π(σ) = τ × σ0 × · · · × σs. (2.1)
Chaque sommet ai de σ est dans l’un des simplexes σj et un seul. Pour chaque j,
notons I(j) l’ensemble des indices i des sommets ai de σj . Etant donne´ un point x de σ,
de coordonne´es barycentriques λi relativement aux sommets ai, les coordonne´es de f(x)





Si l’image f(x) est dans l’inte´rieur de τ , les sommes
∑
i∈I(j) λi sont donc non nulles ; pour




, k ∈ I(j) (2.3)
relativement aux sommets ak de σ situe´s dans σj . Notons θ
σj l’application f−1(˚τ )→ σj qui
a` x associe le point xj , et θ
σ l’application de f−1(˚τ ) dans le prisme π(σ) = τ×σ0×· · ·×σs
de´ﬁnie par
θσ : x 7→ (f(x), x0, · · · , xs). (2.4)
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La projection f induit un isomorphisme simplical du simplexe enveloppe convexe des
points xj dans σ sur τ . Le point x est le point de ce simplexe dont les coordonne´es
barycentriques sont celles du point f(x) dans τ . Ceci nous donne une description de σ
comme joint ite´re´ des simplexes σj .
On peut en eﬀet de´ﬁnir le joint ite´re´ σ0 ∗ · · · ∗ σs de s + 1 simplexes σj line´airement
inde´pendants dans un espace euclidien comme la re´union des simplexes de dimension s+1
qui sont les enveloppes convexes d’ensembles de points de la forme (xj ∈ σj); j = 0, . . . , s.
Le simplexe obtenu est simplicialement isomorphe au re´sultat de la construction classique
du joint ite´re´ comme quotient de σ0× . . .×σs× [0, 1]
s. Rappelons cette construction pour
s = 1 :
σ0 ∗ σ1 = (σ0 × σ1 × [0, 1]) /〈(a, b, 0) ∼ (a
′, b, 0), (a, b, 1) ∼ (a, b′, 1)〉.
Par construction, l’ensemble des sommets du joint co¨ıncide avec l’ensemble des som-
mets des σj . Une orientation du joint peut donc s’interpre´ter comme la donne´e d’un ordre
sur l’ensemble d’indices j et d’une orientation de chacun des simplexes σj .
Si f est un morphisme simplicial oriente´ et si on munit chaque σj de l’orientation
induite par celle de σ, alors l’orientation naturelle du joint ite´re´ de´duite de celles de τ et
des σj n’est autre que celle de σ.
On de´ﬁnit le morphisme ψσ : π(σ)→ σ = σ0 ∗ · · · ∗ σs qui, au point de coordonne´es
(tj)j=0,...,s, (µ0,i0)i0∈I(0), . . . , (µs,is)is∈I(s)
de π(σ), associe le point de σ dont la coordonne´e barycentrique relative au sommet ai est
λi = tjµj,i, ou` j est l’indice tel que i ∈ I(j). Ce morphisme est un morphisme prismal.
Remarquons que, si σ et τ sont oriente´s ainsi que le morphisme f , cela de´termine une
unique orientation du joint ite´re´ σ0 ∗ · · · ∗ σs et une unique orientation du prisme π(σ)
telles que les morphismes π(σ)→ σ et π(σ)→ τ soient oriente´s.
Proposition 2.1. Les restrictions au dessus de f−1(˚τ) et τ˚×σ0×· · ·×σs des morphismes
prismaux ψσ : π(σ) → σ et θσ : f−1(˚τ) → π(σ) sont des isomorphismes inverses l’un de
l’autre.

















De´finition 2.2. Soit P un ensemble prismal. Un faisceau prismal F sur P est la donne´e
pour chaque prisme ferme´ ρ de P d’un ensemble prismal F(ρ) dote´ d’un morphisme prismal
eρ : F(ρ)→ ρ et pour chaque face ρ
′ de ρ d’un morphisme prismal hρ′,ρ : F(ρ)→ F(ρ
′) de
telle fac¸on que hρ,ρ = IdF(ρ) et que si ρ
′′ est une face de ρ′, alors hρ′′,ρ = hρ′′,ρ′ ◦ hρ′,ρ. On
dit que le faisceau prismal F est propre si les ensembles prismaux F(ρ) sont compacts.
Remarque 2.3. En fait, la notion de faisceau prismal s’apparente davantage a` la notion
de carapace (ce qui fut la premie`re de´ﬁnition des faisceaux, voir Se´minaire Cartan [Car])
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qu’a` la notion de faisceau. Plus pre´cise´ment, munissons l’ensemble des prismes d’un en-
semble prismal de l’ordre partiel donne´ par les inclusions des faces, puis de la topologie
dont une base de ferme´s est constitue´e des intervalles ferme´s π1 ≤ π ≤ π2. Les sec-
tions du faisceau prismal au dessus d’un ferme´ F sont les e´le´ments du produit Πρ∈FF(ρ)
compatibles avec les homomorphismes de restriction.
Soient ϕ : P→ Σ un morphisme prismal, F un faisceau prismal sur P et G un faisceau
prismal sur Σ. Un morphisme de faisceaux prismaux de F dans G est la donne´e pour
chaque prisme ferme´ ρ de P d’un morphisme prismal F(ρ) → G(ϕ(ρ)) compatibles avec
les homomorphismes de restriction.
Lemme 2.4. Etant donne´s un faisceau prismal F sur P et ρ un prisme de P, au dessus
de l’inte´rieur ρ˚ de ρ l’ensemble F(ρ) est une re´union de produits de simplexes.
Preuve. Supposons dans un premier temps que ρ soit un simplexe τ . Tout prisme de
l’ensemble F(τ) est le produit d’un simplexe d’image τ par un nombre, e´ventuellement
nul, de simplexes. En eﬀet, dans le cas contraire, il existe un prisme σ0×σ1 de F(τ) d’image
τ mais tel que ni σ0, ni σ1 n’ait pour image τ . Cela implique qu’il existe deux sommets
a0 et a1 de σ0, dont on note λa0 et λa1 les coordonne´es barycentriques correspondantes
et deux sommets b0 et b1 de σ1, dont on note λb0 et λb1 les coordonne´es barycentriques
correspondantes, tels que les trois sommets (a0, b0), (a0, b1) et (a1, b1) du produit σ0 × σ1
aient pour images des sommets distincts de τ . Alors, les coordonne´es barycentriques d’un
point de l’image de σ0 × σ1 sont fonction du produit λa0λb1, ce qui contredit l’hypothe`se
de line´arite´.
Si σ est un simplexe de F(τ) d’image τ , alors σ est le joint des simplexes σi = e
−1
F (yi)∩σ
du bord de σ situe´s au dessus des sommets yi de τ . La ﬁbre de eF au dessus d’un point de
l’inte´rieur de τ est donc home´omorphe au produit des simplexes σi, d’ou` le re´sultat dans
ce cas. On en de´duit le re´sultat pour tout prisme de F(τ).
Dans le cas d’un prisme ρ, produit de simplexes, le re´sultat provient de ce qu’il est
ve´riﬁe´ au dessus de chacune des composantes du produit. Une autre manie`re de le montrer
est de subdiviser tout prisme ρ de la base P en simplexes, ceci par re´currence en se
ﬁxant un barycentre dans chaque simplexe composante du prisme ρ, puis a` de´composer
le morphisme F(ρ)→ ρ au dessus de ces simplexes. 
Lemme 2.5. Pour toute orientation de ρ, il est e´quivalent de se donner une orientation
de la fibre F(b(ρ)) au dessus du barycentre b(ρ) de ρ, une orientation compatible pour
toutes les fibres F(y)y∈ρ˚, ou une orientation de l’ensemble prismal F(ρ).
Preuve. Cela provient de ce que la donne´e d’une orientation d’un espace ﬁbre´ (orientable)
e´quivaut a` la donne´e d’une orientation de la base suivie d’une orientation de la ﬁbre. 
Le bord (oriente´) d’un produit oriente´ σ0 × σ1 est
∂(σ0 × σ1) = ∂σ0 × σ1 + (−1)
|σ0|σ0 × ∂σ1,
d’ou`, par re´currence, le bord oriente´ d’un prisme σ0 × · · · × σs est :
∂(σ0 × · · · × σs) =
s∑
j=0
(−1)|σ0|+···+|σj−1|σ0 × · · · × ∂σj × · · · × σs. (2.5)
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De´finitions 2.6. a) Etant donne´ un simplexe oriente´ σ et une face σ′ de codimension 1,
alors σ′ he´rite de deux orientations. La premie`re est celle induite par l’orientation de σ,
c’est-a`-dire la restriction de l’ordre correspondant des sommets de σ, la seconde est celle
qu’il a en tant que face de σ. Ces deux orientations diﬀe`rent d’un signe appele´ nombre
d’incidence et note´ [σ; σ′].
b) Etant donne´ un ensemble prismal oriente´ P qui est une varie´te´ topologique, pour tout
couple (ρ, ρ′) de prismes oriente´s tel que ρ′ soit une face de codimension 1 de ρ, le nombre
d’incidence [ρ; ρ′] est e´gal a` +1 si l’orientation de ρ′ co¨ıncide avec l’orientation du bord
de ρ, et a` −1 sinon.








b) Soit π = σ0×· · ·×σj×· · ·×σs un prisme oriente´, et π
′ = σ0×· · ·×σ
′
j×· · ·×σs une face
de codimension 1. Le nombre d’incidence [π; π′] est e´gal a` (−1)|σ0|+···+|σj−1|[σj ; σ
′
j].
Preuve. Le a) de´coule de la de´ﬁnition du bord d’un simplexe. On en de´duit le b) en
conside´rant les permutations. 
De´finition 2.8. Un faisceau prismal F sur un ensemble prismal oriente´ P qui est une
varie´te´ topologique est oriente´ si pour chaque prisme ρ de dimension maxima de P, on
a une orientation de la ﬁbre F(b(ρ)) au dessus du barycentre de ρ, de telle fac¸on que si
l’on munit F(ρ) de l’orientation correspondante (cf Lemme 2.5), les morphismes hρ′,ρ sont
[ρ; ρ′]-oriente´s.
Les exemples de faisceaux prismaux qui suivent sont fondamentaux pour ce travail.
Exemple 2.9. Soit f : S → T un morphisme simplicial surjectif d’ensembles simpliciaux,
on de´ﬁnit un faisceau prismal Sf sur T en posant, pour tout simplexe τ de T , Sf (τ) =
f−1(τ). On continue de noter par f la projection de Sf sur T . Si τ
′ est une face de τ et
σ un simplexe de f−1(τ), le simplexe σ′ = σ ∩ f−1(τ ′) est une face de σ. On peut e´crire
σ comme le joint de σ′ et de sa face oppose´e σ′′. On de´ﬁnit alors hτ ′,τ : Sf (τ)→ Sf (τ
′) en
prenant pour hτ ′,τ : σ → σ
′ la projection simpliciale de σ sur σ′ selon les ﬁbres du joint.
Exemple 2.10. Soit ∆ un complexe simplicial ﬁni d’une subdivision simpliciale line´aire
de Rn ×Rm tel que la restriction f a` ∆ de la premie`re projection p soit une application
simpliciale sur un complexe simplicial f(∆) d’une subdivision simpliciale line´aire de Rn.
Supposons que σ12 soit une face commune des simplexes σ1 et σ2 de ∆ et que ces
trois simplexes aient la meˆme image τ , simplexe de sommets y0, . . . , ys. Alors le prisme
π(σ12) = πf (σ
12) est un sous-prisme de π(σ1) et de π(σ2). En fait, avec la notation de





ou` j = 0, . . . , s.
Remarquons que la composition θσ◦ψσ (Proposition 2.1) donne un plongement naturel
de π(σ) dans Rn × Πs0R
m. On en de´duit un plongement de π(σ1) et de π(σ2) dans Rn ×
Πs0R
m, on ve´riﬁe aussitoˆt que ces deux plongements co¨ıncident sur σ12 et que l’on a donc
de´ﬁni un plongement de π(σ1)∪π(σ2) dans Rn×Πs0R
m. Cela montre que, si τ ∈ f(∆) est
ﬁxe´, la re´union des prismes π(σ) tels que f(σ) = τ , plonge´e de la fac¸on naturelle que l’on
vient de de´crire dansRn×Πs0R
m, est un sous-ensemble prismal F(τ) muni d’un morphisme
prismal surjectif eτ : F(τ)→ τ . L’ensemble prismal e
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Sf au dessus de τ1 ∪ τ2 Pf au dessus de τ1, de τ
′ et de τ2
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Ce morphisme prismal a la proprie´te´ que l’image inverse d’un simplexe ferme´ de f(∆)
est le produit de ce simplexe par un ensemble prismal ; nous pourrons donc y de´ﬁnir des
formes de Whitney relatives.
Supposons que τ ′ soit une face de τ et posons σ′ = σ ∩ f−1(τ ′). D’apre`s ce qui
pre´ce`de, chaque prisme de F(τ) est de la forme τ × σ0 × · · · × σs ou` σj = f
−1(yj) ∩ σ.
L’homomorphisme hτ ′,τ de F(τ) dans F(τ
′) est l’homomorphisme de de´ge´nerescence qui
associe au prisme τ × σ0 × · · · × σs le prisme τ







est un sommet de τ ′ et un point sinon.
Notons ePf : Pf → f(∆) le faisceau prismal ainsi obtenu.
Le the´ore`me qui suit montre l’existence d’un morphisme canonique ψ : Pf → Sf .
The´ore`me 2.11. Soit f : ∆→ T un morphisme simplicial. Conside´rons le faisceau pris-
mal Sf de l’exemple 2.9 et le faisceau prismal Pf de l’exemple 2.10. Il existe un morphisme
surjectif ψ : Pf → Sf de faisceaux prismaux sur f(∆) tel que
a) Pour chaque simplexe τ de f(∆) les morphismes θσ et ψσ de la Proposition 2.1
de´finissent un isomorphisme θτ de f
−1(˚τ ) sur τ˚ × Fτ . Le compose´ θτ ◦ ψ s’e´tend en un
isomorphisme prismal de Pf (τ) sur τ × Fτ .
b) La formation du faisceau Pf est fonctorielle et universelle. Plus pre´cise´ment :
1. pour tout morphisme prismal φf : P′ → ∆, il existe un faisceau prismal F(P′) sur
f(∆) et un morphisme de faisceaux prismaux F(φf) : F(P′)→ Pf ,
2. e´tant donne´ un morphisme surjectif ψ′ : F ′ → Sf de faisceaux prismaux sur f(∆) tel
que l’image inverse de tout simplexe τ de f(∆) par f ◦ψ′ soit re´union de produits de
τ par des prismes, il existe un unique morphisme χ : F ′ → Pf rendant commutatif




τ ′ τ ′
eSf eSf







Sf au dessus de τ Pf au dessus de τ






Sf au dessus de τ Pf au dessus de τ
Figure 4 – Sf et Pf au dessus de τ
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τFigure 5 – Spe´cialisations possibles d’un 5-simplexe au dessus d’un 2-simplexe τ
















Preuve. Montrons l’existence d’un morphisme de faisceaux prismaux ψ : Pf → Sf . Un
point d’un prisme est de´termine´ par ses coordonne´es barycentriques dans chaque simplexe.
Pour tout σ on a de´ﬁni dans l’exemple 2.1 un morphisme prismal ψσ : π(σ) → σ. Les
morphismes ψσ et ψσ
′
co¨ıncident sur π(σ ∩ σ′), et nous avons donc de´ﬁni un morphisme
prismal ψτ : Pf (τ)→ f
−1(τ) = Sf(τ).











ψτ ′ // Sf (τ
′).
Le a) re´sulte alors de la Proposition 2.1 et de l’exemple 2.10.
Prouvons b) ; il suﬃt de ve´riﬁer l’e´nonce´ restreint a` un simplexe σ de Sf(τ). La
de´ﬁnition de Pf et la structure de produit de π(σ) impliquent que pour tout prisme
π′ de l’image inverse de σ par ψ′, on a une application naturelle de π′ dans π(σ), d’ou` le
re´sultat. 
Remarques 2.12. 1) Le morphisme ψ est essentiellement un e´clatement comme le montre
l’e´criture locale λi = tjµj,i. En particulier, le morphisme ψ
σ : π(σ) → σ n’est un iso-
morphisme que si σ est isomorphe a` son image par f . Soulignons que le morphisme
π(σ) = τ × σ0 × · · · × σs → σj qui rend commutatif le diagramme


















ou` θσj de´signe le morphisme introduit en (2.4), est bien la j-e`me projection prj du produit.





1 · · · t
|σs|
s .
3) La cate´gorie des ensembles et morphismes prismaux est “la plus petite” cate´gorie
contenant celle des ensembles et morphismes simpliciaux et dans laquelle on a existence
et unicite´ a` isomorphisme pre`s du produit ﬁbre´.
L’existence du produit ﬁbre´ de´coule du fait que, puisque les applications prismales sont
line´aires sur chaque simplexe, le sous-ensemble d’un produit π1×π2 de prismes de´ﬁni par
la condition f1(x1) = f2(x2), ou` f1 : π1 → τ et f2 : π2 → τ sont des morphismes prismaux,
est un prisme. La ve´riﬁcation de la proprie´te´ universelle est imme´diate.
Caracte´risation des faisceaux prismaux provenant de morphismes simpliciaux
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De´finitions 2.13. a) Soit F un faisceau prismal sur un complexe simplicial T , on dit
que le prisme π ∈ F(τ) est trivial s’il s’e´crit π = τ × σ0 × · · · × σs ;
b) On appelle dimension relative d’un prisme π ∈ F(τ) et on note dimrel(π), la
diﬀe´rence dim π − dim τ .
c) On dit que le prisme π ∈ F(τ) est e´quidimensionnel au dessus d’une face τ ′ de τ si
la dimension relative de π|τ ′ est e´gale a` celle de π.
Un prisme de dimension relative nulle est e´quidimensionnel au dessus de toutes les
faces de τ . Le morphisme σ1 → τ1 de la ﬁgure 1 n’est pas e´quidimensionnel au dessus du
sommet y0 de τ1.
Proposition 2.14 (Caracte´risation des faisceaux de la forme Sf). Un faisceau prismal F
sur un complexe simplicial T est de la forme Sf , pour un morphisme simplicial f : X → T ,
si et seulement si :
1. Tous les prismes de F sont des simplexes,
2. Pour tout couple τ ′ < τ de simplexes de T , et tout simplexe σ de F(τ), le morphisme
hτ ′,τ : F(τ)→ F(τ
′) est surjectif et on a un isomorphisme simplicial hτ ′,τ(σ) ∼= σ|τ ′.
Preuve. Le fait que les conditions 1) et 2) soient ne´cessaires re´sulte aussitoˆt de la
construction de l’exemple 2.9. Montrons qu’elles sont suﬃsantes ; nous construisons l’es-
pace X de la de´ﬁnition 1.1 par recollement. Notons Xτ = e
−1
τ (τ), alors pour toute face τ
′
de τ , on a Xτ |τ ′ = Xτ ′ = hτ ′,τ (Xτ ). De´ﬁnissons l’espace X comme quotient de la re´union
des Xτ par la relation d’identiﬁcation des restrictions au dessus des faces des simplexes
de T . L’application f : X → T est naturellement de´ﬁnie. 
Lemme 2.15. Conside´rons le faisceau prismal Sf de base T . Pour tout couple τ
′ < τ de
simplexes de T , et tout simplexe σ de Sf(τ), on a e´quivalence des proprie´te´s suivantes :
(i) dimrelhτ ′,τ (σ) = dimrel(σ)
(ii) σ est e´quidimensionnel au dessus de la face τ ′.
(iii) Si τ ′′ est la face oppose´e de τ ′ dans τ , la projection σ|τ ′′ → τ
′′ est un isomorphisme.
Preuve. Conside´rons τ comme le joint de τ ′ et de sa face oppose´e τ ′′. Puisque
dim σ = dim σ|τ ′ + dim σ|τ ′′ + 1
et hτ ′,τ (σ) ∼= σ|τ ′, l’assertion (i) est e´quivalente a` dire que σ|τ ′′ est isomorphe a` τ
′′ d’ou` le
re´sultat (voir Figures 1 et 3). 
Proposition 2.16 (Caracte´risation des faisceaux du type Pf ). Un faisceau prismal F
sur un complexe simplicial T est de type Pf ou` f : X → T est un morphisme simplicial
si et seulement si les conditions suivantes sont re´alise´es :
a) Tout prisme π ∈ F(τ) est le produit de simplexes π = τ ×σ0×· · ·×σs avec s = dim τ ,
b) Si τ ′ < τ le morphisme hτ ′,τ : F(τ) → F(τ
′) est surjectif et si un prisme π ∈ F(τ)
s’e´crit π = τ × σ0 × · · · × σs, alors on a hτ ′,τ (π) = τ
′ × σ′0 × · · · × σ
′
k ou` chaque σ
′
β
est l’un des σα.
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Preuve. Si un faisceau prismal F est de type Pf , il ve´riﬁe a) et b) par construction.
Montrons la re´ciproque. Soit donc un faisceau prismal F satisfaisant a) et b). On lui
associe un faisceau prismal S de base T de la fac¸on suivante : les prismes de S(τ) sont les
joints ite´re´s σ0 ∗ · · · ∗ σs des simplexes apparaissant dans les prismes π = τ ×σ0× · · ·×σs
de F . Ce sont donc des simplexes. La proprie´te´ b) implique que, pour tout simplexe σ
de S(τ) et pour toute face τ ′ de τ , on a hτ ′,τ(σ) ∼= σ|τ ′. D’apre`s la proposition 2.14, le
faisceau S est de la forme Sf et le faisceau F est le faisceau Pf qui lui est associe´ par la
construction de l’exemple 2.10. 
Remarque 2.17. Pour tout prisme π de Pf (τ) et pour tout sommet {y} de τ , on a
h{y},τ (π) = {y} × σi(y) ou` σi(y) est le simplexe ψ(π) ∩ (eτ )
−1({y}) de Sf .
Corollaire 2.18. Conside´rons le faisceau prismal Pf de base T . Pour tout couple τ
′ < τ
de simplexes de T , et tout prisme π de Pf(τ), on a l’e´quivalence des proprie´te´s suivantes :
i) dimrelhτ ′,τ (π) = dimrel(π)
ii) hτ ′,τ (π) = π|τ ′
iii) ψ(π) est e´quidimensionnel au dessus de la face τ ′.
Preuve. La proposition 2.16 et la remarque 2.17 impliquent l’e´quivalence de (i) et (ii),
la proposition 2.14 et le fait que dimψ(π) = dim π impliquent l’e´quivalence de (i) et (iii).

Corollaire 2.19. Conside´rons le faisceau prismal Pf de base T . Pour tout simplexe τ de
T , et tout prisme π de Pf (τ), on a l’e´quivalence des proprie´te´s suivantes :
i) ψ(π) est e´quidimensionnel en un sommet y0 de τ .
ii) π est isomorphe au dessus de τ a` un produit τ × σπ.
Preuve. Le corollaire est une conse´quence directe de la proposition 2.16 et de la remarque
2.17. Le simplexe σπ du (ii) est ψ(π) ∩ (eτ )
−1({y0}) de Sf ou` {y0} est le sommet de τ du
(i) (voir Figures 1 et 3). 
3 Formes de Whitney
3.1 Formes re´gulie`res, ho¨lde´riennes et sous-analytiques
Soient N un entier et U un ouvert de RN . On dira qu’une fonction g de´ﬁnie sur un
ouvert U de RN est ho¨lde´rienne d’exposant α si tout point de U posse`de un voisinage V
dans U tel qu’il existe une constante positive CV telle que pour tous (x, x
′) dans V , on
ait l’ine´galite´
|g(x)− g(x′)| ≤ CV |x− x
′|α.
Soit µ ≥ 0 un entier. Suivant Whitney [Whi], nous dirons qu’une r-forme diﬀe´rentielle
sur U est µ-re´gulie`re si elle est continue sur U et satisfait les conditions suivantes :







pour tout (r+1)-simplexe σ contenu dans U . D’apre`s le lemme 16a de [Whi, Ch.III, p.104],
la forme ξ est uniquement de´termine´e par cette condition ; on la notera dω et on l’appel-
lera, suivant Whitney, forme de´rive´e de ω.
- Si µ est > 0, ω et dω sont diﬀe´rentiables de classe Cµ.
Une forme ω est ho¨lde´rienne si elle est 0-re´gulie`re et si les coeﬃcients de ω et ξ sont
des fonctions ho¨lde´riennes sur U .
De´finition 3.1. Soit h une fonction sous-analytique continue sur le compact sous-analyti-
queK ⊂ RN d’inte´rieur non vide. Par hypothe`se le graphe de h est un sous-ensemble sous-
analytique ferme´ Γ de K ×P1 contenu dans K ×R. D’apre`s [D], [D-W], le transforme´ de
Semple-Nash SΓ de Γ est sous-analytique dans Γ×PN . Il y est ferme´ et est donc compact.
Au dessus des points d’analyticite´ de Γ, l’espace SΓ est le lieu des points (x, h(x), [ ∂h
∂x1
:
· · · : ∂h
∂xN
: −1]). Notons H∞ l’hyperplan de P
N correspondant a` la dernie`re coordonne´e
de K×R, et RN ⊂ PN l’espace aﬃne comple´mentaire. Si SΓ se trouve eˆtre contenu dans
Γ×RN ⊂ Γ×PN , nous dirons que la fonction h est a` de´rive´es borne´es sur K.
Proposition 3.2. Si h est a` de´rive´es partielles borne´es, les de´rive´es partielles de h au
sens des distibutions sont repre´sente´es par des fonctions sous-analytiques borne´es sur K.
Preuve. En eﬀet l’image de SΓ ⊂ Γ × RN dans Γ × R par la projection sur la i-ie`me
coordonne´e est encore sous-analytique comme projection d’un ensemble sous-analytique
compact et c’est le graphe d’une fonction sous-analytique sur Z qui est un repre´sentant
de la de´rive´e au sens des distributions ∂h
∂ui
, puisque les deux co¨ıncident sur l’ouvert d’ana-
lyticite´ de la fonction h dont le comple´mentaire est de mesure nulle. 
De´finition 3.3. Une forme ω est sous-analytique si elle est 0-re´gulie`re et si les coeﬃcients
de ω et ξ sont des fonctions sous-analytiques borne´es sur U . Elle est sous-analytique
continue si ses coeﬃcients sont continus (mais pas ne´cessairement ceux de sa diﬀe´rentielle,
car imposer cela empeˆcherait les formes de Whitney d’eˆtre continues).
Proposition 3.4. Soit U un ouvert de RN , pour une forme diffe´rentielle ω de´finie sur
U , les conditions suivantes sont e´quivalentes :
i) la forme ω est 0-re´gulie`re dans U , ses coefficients sont sous-analytiques et borne´s et
ceux de sa forme de´rive´e sont sous-analytiques.
ii) les coefficients de la forme ω sont sous-analytiques et borne´s et sa diffe´rentielle au sens
des distributions admet un repre´sentant sous-analytique.
Preuve. (i) implique (ii) : La formule de Stokes pour les courants implique que la dif-






On en de´duit que dω admet comme repre´sentant la forme de´rive´e de ω qui est sous-
analytique.
(ii) implique (i) : Pour les meˆmes raisons, un repre´sentant sous-analytique de la diffe´-
rentielle au sens des distributions doit co¨ıncider avec la forme de´rive´e de ω ce qui montre
que ω est sous-analytique. 
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Rappelons que d’apre`s loc. cit., lorsque µ est e´gal a` ze´ro, une forme ω est re´gulie`re et
dω admet pour repre´sentant ξ si et seulement s’il existe une suite ωi de formes de classe
C1 sur U telle que, uniforme´ment sur tout compact, ωi tende vers ω et des repre´sentants
de dωi tendent vers ξ au sens des courants. Whitney en de´duit que si f est un morphisme
C1 d’un ouvert U de RN dans Rp et ω une forme re´gulie`re sur un voisinage de l’image de
U , alors f ∗ω est re´gulie`re dans U .
3.2 Formes diffe´rentielles sur les complexes simpliciaux et les
ensembles prismaux
Soit ∆ un complexe simplicial line´aire dans RN . Une r-forme diﬀe´rentielle sur ∆ est la
donne´e pour tout simplexe σ de ∆ d’une r-forme ωσ de´ﬁnie sur σ, c’est-a`-dire que ωσ est
une section de´ﬁnie sur σ du ﬁbre´ ΛrT ∗RN de telle manie`re que, pour toute face i : σ′ →֒ σ
de tout simplexe σ de ∆, on ait ωσ|σ′ = ωσ′ . Soulignons qu’il s’agit ici de la restriction a`
σ′ des coeﬃcients de ω(σ) et non pas de l’image re´ciproque i∗(ω(σ)) par l’inclusion de σ′
dans σ.
Le faisceau des formes diﬀe´rentielles sur RN est mou (voir [God, Chap.II, Exemple
3.7.1]). Rappelons que ceci signiﬁe que toute forme diﬀe´rentielle de´ﬁnie sur un ferme´ se
prolonge a` l’espace tout entier. On peut donc supposer que toute forme diﬀe´rentielle sur
∆ est obtenue en restreignant a` chaque simplexe σ de ∆ une forme diﬀe´rentielle de´ﬁnie
sur un voisinage ouvert de σ de telle fac¸on que les restrictions de deux telles formes sur
leur ouvert de de´ﬁnition commun co¨ıncident.
Nous conside´rerons ici des formes diﬀe´rentielles ω dont les coeﬃcients sont des fonc-
tions sous-analytiques sur ∆ analytiques dans l’inte´rieur de chaque simplexe.
La de´ﬁnition des formes diﬀe´rentielles s’e´tend aussitoˆt aux ensembles prismaux :
De´finition 3.5. Soit Π un ensemble prismal. On appelle r-forme diffe´rentielle µ-re´gulie`re
(resp. sous-analytique) sur Π la donne´e pour chaque prisme π de Π d’une r-forme diﬀe´-
rentielle µ-re´gulie`re (resp. sous-analytique) sur un voisinage ouvert de π dans l’un de
ses plongements aﬃnes, de telle fac¸on que les formes diﬀe´rentielles correspondant a` deux
prismes co¨ıncident dans un voisinage de leur intersection dans un plongement aﬃne com-
mun.
Clairement, la de´ﬁnition ne de´pend pas des plongements choisis.
3.3 Formes de Whitney sur les complexes simpliciaux
Notons ai les sommets du complexe simplicial ∆ ; tout point x de ∆ s’e´crit x =∑
λi(x)ai ou` les coordonne´es barycentriques λi satisfont λi(x) ≥ 0 et
∑
i λi(x) = 1. Le
support de λi est l’e´toile ouverte de ai dans ∆. Nous allons, comme Whitney, construire
une partition de l’unite´ subordonne´e au recouvrement ouvert de ∆ constitue´ des e´toiles
des sommets de ∆.
Pour tout i, on note Fi l’ensemble des points de ∆ dont la i-ie`me coordonne´e bary-
centrique λi(x) est ≥
1
N+1
et Gi l’ensemble des points de ∆ dont la i-ie`me coordonne´e




Il existe des fonctions φ′i , de´ﬁnies au voisinage de ∆, de classe C
1 au moins, telles que










Figure 6 – Les ensembles Fi et Gi
Soit σ un simplexe oriente´ de ∆, de dimension p et dont les sommets sont (a0, . . . , ap) ;
on de´ﬁnit la p-forme diﬀe´rentielle de Whitney associe´e a` σ et a` la partition de l’unite´




(−1)iφidφ0 ∧ · · · ∧ d̂φi ∧ · · · ∧ dφp.
Remarques 3.6. 1. La forme diﬀe´rentielle ω˜(σ) est de classe e´gale a` la classe des φ′i.
2. La forme deWhitney construite en utilisant les fonctions coordonne´es barycentriques
λi sur σ a` la place des φi est la forme volume de σ. Les λi ne sont que lipschitziennes
sur ∆ ; les φi servent a` les lisser.
Dans cet article, ou` nous nous plac¸ons dans le cadre sous-analytique, nous utiliserons




(−1)iλidλ0 ∧ · · · ∧ d̂λi ∧ · · · ∧ dλp.
Ceci est justiﬁe´ par la proposition :
Proposition 3.7. La forme de Whitney ω(σ) a pour support l’e´toile de σ dans ∆, re´union
des e´toiles des sommets de σ. Elle est line´aire par morceaux et continue, donc sous-
analytique et continue. Sa diffe´rentielle au sens des distributions admet un repre´sentant
sous-analytique borne´.
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Preuve. Chacune des fonctions λi ayant pour support l’e´toile du sommet ai, la forme
ω(σ) a donc pour support la re´union de ces e´toiles, a` savoir l’e´toile de σ. Les fonctions λi
sont line´aires par morceaux et continues, les 1-formes diﬀe´rentielles dλi, de´ﬁnies au sens
des distributions admettent un repre´sentant sous-analytique et borne´. Un calcul simple
montre que
dω(σ) = (p+ 1)! dλ0 ∧ · · · ∧ dλp. (3.1)
laquelle forme diﬀe´rentielle a pour support l’e´toile de σ et jouit des meˆmes proprie´te´s. 
3.4 Formes de Whitney sur les ensembles prismaux
Soit ρ = σ0 × · · · × σk un prisme oriente´ de l’ensemble prismal Π. Notons prj la
projection de π sur σj ; on de´ﬁnit la forme de Whitney ω(ρ) par
ω(ρ) = pr∗0ω(σ0) ∧ · · · ∧ pr
∗
kω(σk).
Par la suite, nous omettrons les “prj” sans que cela ne preˆte a` ambigu¨ıte´.
En particulier, la forme de Whitney du prisme π(σ) = τ × σ0 × · · · × σs s’e´crit
ω(π(σ)) = ω(τ) ∧ ω(σ0) ∧ · · · ∧ ω(σs) (3.2)
Replac¸ons nous dans la situation de la proposition 2.1 avec un morphisme f : ∆→ T





(−1)iλidλ0 ∧ · · · ∧ d̂λi ∧ · · · ∧ dλp
ou` les λi sont les coordonne´es barycentriques correspondant aux sommets ai de σ. Nous
avons vu que les composantes prismales d’un point de π(σ) = τ × σ0 × · · · × σs s’e´crivent∑s
j=0 tjyj dans τ , et
∑
i∈I(j) µj,iai dans σj . L’application ψ
σ associe a` ce point le point de
σ ayant pour coordonne´es barycentriques les λj,i = tjµj,i (ou` j est tel que i ∈ I(j)). Les
coordonne´es barycentriques λi correspondant a` la composante σj seront note´es λj,ij avec
ij = 0, . . . , αj = dim σj .
Regroupons les coordonne´es de σ par coordonne´es correspondant a` chacun des σj ,
ω(σ) devient :





β(j,ℓ) λj,ℓ dλ0,0 ∧ · · · ∧ dλ0,α0︸ ︷︷ ︸
σ0
∧ · · · ∧
dλj,0 ∧ · · · ∧ d̂λj,ℓ ∧ · · · ∧ dλj,αj︸ ︷︷ ︸
σj
∧ · · · ∧ dλs,0 ∧ · · · ∧ dλs,αs︸ ︷︷ ︸
σs
(3.3)
ou` l’ensemble des p + 1 couples (j, ij) est en bijection avec (0, 1, . . . , p) et a(ν) est la
signature de la permutation
ν : (0, 1, . . . , p)→ ((0, 0), . . . , (0, α0), (1, 0), . . . , (1, α1), . . . , (s, 0), . . . , (s, αs));
enﬁn β(j, ℓ) = α0 + · · · + αj−1 + j + ℓ (0 ≤ ℓ ≤ αj). Remarquons que ν exprime la
compatibilite´ de l’orientation de σ avec celle du joint σ0 ∗ · · · ∗ σs des simplexes oriente´s
σj (voir section 2).
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Proposition 3.8. Reprenons les notations du the´ore`me 2.11. Une orientation des sim-
plexes σj et une orientation de τ induisent une orientation de σ comme joint ite´re´ (voir
section 2). On a l’e´galite´
(ψσ)∗(ω(σ)) = (−1)α(σ,ν)
p!
|σ0|! · · · |σs|! s!
t
|σ0|
0 · · · t
|σs|
s ω(π(σ))
ou` α(σ, ν) = s|σ0|+ (s− 1)|σ1|+ · · ·+ |σs−1|+ a(ν) et les (tj)j=0,...,s sont les coordonne´es
barycentriques de τ .
Preuve. Tout d’abord, on remarque que, pour chacune des coordonne´es λj,i, on a :
(ψσ)∗(dλj,i) = dtj µj,i + tj dµj,i (3.4)
d’autre part, pour tout k = 0, . . . , s, on a :∑
i∈I(k)
µk,i = 1 donc dµk,0 ∧ · · · ∧ dµk,αk = 0,
ou` αk est dim σk = |σk| = card(I(k)).
Reprenons l’expression de ω(σ) donne´e par la formule (3.3). Pour chaque terme de la
somme, c’est-a`-dire pour j ﬁxe´, la contribution des produits des diﬀe´rentielles provenant
de σj se calcule de fac¸on diﬀe´rente de celle des produits des diﬀe´rentielles provenant des
autres simplexes σk. Plus pre´cise´ment, au vu de (3.4), nous ve´riﬁons la formule suivante
pour k 6= j :




(−1)ik µk,ik dtk∧dµk,0∧· · ·∧d̂µk,ik∧· · ·∧dµk,αk . (3.5)
Donc, pour j ﬁxe´, et pour k diﬀe´rent de j, tous les produits de diﬀe´rentielles associe´s aux
simplexes σk contiennent le terme dtk correspondant.




tj = 1, donc on a dt0 ∧ · · · ∧ dts = 0. (3.6)
Comme on vient de le voir, tous les termes dtk, sauf dtj, apparaissent de´ja` dans l’expression
de (ψσ)∗(ω(σ)). La formule (3.6) montre que les termes provenant de σj et qui contiennent
dtj ont une contribution nulle. La seule contribution non nulle du de´veloppement de
(ψσ)∗(dλj,0 ∧ · · · ∧ d̂λj,ℓ ∧ · · · ∧ dλj,αj).
est donc :
(tj)
αjdµj,0 ∧ · · · ∧ d̂µj,ℓ ∧ · · · ∧ dµj,αj . (3.7)
En reportant (3.5) et (3.7) dans (3.3), il vient :
(ψσ)∗(ω(σ)) = (−1)a(ν)p! (t0)






(−1)i0 µ0,i0 dt0 ∧ dµ0,0 ∧ · · · ∧ d̂µ0,i0 ∧ · · · ∧ dµ0,α0
)
∧ · · ·∧(∑αj
ℓ=0(−1)
ℓ µj,ℓ dµj,0 ∧ · · · ∧ d̂µj,ℓ ∧ · · · ∧ dµj,αj
)
∧ · · · ∧(∑αs
is=0
(−1)is µs,is dts ∧ dµs,0 ∧ · · · ∧ d̂µs,is ∧ · · · ∧ dµs,αs
)
21
Chacune des parenthe`ses, sauf la j-e`me, est e´gale a` 1
αk!
dtk ∧ ω(σk). Arrive´ ici, nous
savons que nous pouvons e´crire :
(ψσ)∗(ω(σ)) = (−1)a(ν) p!
α0!···αs!
(t0)
α0 · · · (ts)
αs(∑s
j=0(−1)
α(σ)+jtjdt0 ∧ · · · ∧ d̂tj ∧ · · · ∧ dts
)
∧ ω(σ0) ∧ · · · ∧ ω(σs),
ou` nous avons note´ α(σ) = s α0+(s−1)α1+ · · ·+αs−1. Le signe est donne´ par le nombre
de permutations qui permettent cette e´criture de (ψσ)∗(ω(σ)). De fac¸on pre´cise : le terme
dt0 est en premie`re place, il faut faire α0 permutations pour ramener dt1 en deuxie`me
place, α0 + α1 permutations pour ramener dt2 en troisie`me place, ainsi jusqu’a` dtj−1,
lequel ne´cessite α0 + · · · + αj−2 permutations pour venir en j-e`me place. Ensuite, pour
ramener dtj+1 en (j + 1)-e`me place, il faut α0 + · · ·+ αj permutations, ainsi jusqu’a` dts
lequel ne´cessite α0 + · · ·+ αs−1 permutations pour venir en s-e`me place. On en de´duit le
re´sultat. 
3.5 Formes de Whitney et formes relatives
Conside´rons le faisceau prismal Pf associe´ a` un morphisme simplicial f . Soit π ∈ Pf (τ),
de la forme π = τ × σ0 × · · · × σs.
Montrons maintenant comment ω(σ) s’exprime en fonction de ω(σ′) pour toute face
σ′ de σ et plus ge´ne´ralement ω(ρ) en fonction de ω(ρ′) pour toute face ρ′ d’un prisme ρ.
Fixons d’abord quelques notations : Soit σ un p-simplexe oriente´ de sommets a0, . . . , ap
et notons (λ0, . . . , λp) les coordonne´es barycentriques correspondantes. A toute face σ
′ de
σ, de sommets (ai0 , . . . , aiq), on associe la forme diﬀe´rentielle suivante de´ﬁnie sur σ :
ω(σ′; σ) = q!
q∑
k=0
(−1)kλikdλi0 ∧ · · · ∧ d̂λik ∧ · · · ∧ dλiq .
La restriction de ω(σ′; σ) a` σ′ est la forme de Whitney de σ′ ; la forme diﬀe´rentielle ω(σ′; σ)
n’est autre que l’extension a` σ tout entier de l’e´criture de la forme de Whitney de σ′. En
ce sens elle constitue une extension canonique de ω(σ′) a` σ.
Remarque 3.9. On peut de´ﬁnir une telle extension pour tout simplexe de l’e´toile St∆σ
′
de σ′, et les formes ainsi de´ﬁnies co¨ıncident sur l’intersection de deux des simplexes de
cette e´toile. On obtient ainsi une forme diﬀe´rentielle ω(σ′; St∆σ
′).
Lemme 3.10. a) Pour une face σ′ de codimension 1 d’un simplexe oriente´ σ, on a :
dω(σ′; σ) = [σ; σ′]ω(σ).
b) La forme de Whitney d’une face π′ de codimension 1 d’un prisme oriente´ π est la
restriction a` cette face d’une forme diffe´rentielle ω(π′; π) canoniquement de´finie sur
ce prisme et dont la diffe´rentielle est e´gale a` la forme de Whitney du prisme, au
facteur [π; π′] pre`s, autrement dit :
dω(π′; π) = [π; π′] ω(π).
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c) Notons L(π) l’espace vectoriel des formes diffe´rentielles de degre´ |π| − 1 dont les coef-
ficients sont des fonctions line´aires en les coordonne´es barycentriques des simplexes
σi constituant π et dont la restriction a` chaque face de codimension 1 est un multiple
scalaire de la forme de Whitney de cette face. La collection des formes ω(π′; π) pour
toutes les faces π′ de codimension 1 de π forme une base de L(π).
Preuve. De´montrons d’abord l’e´galite´ du a). Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut sup-
poser que les coordonne´es barycentriques de σ sont λ0, λ1, . . . , λp et celles de σ
′ sont
λ0, λ1, . . . , λp−1. D’une part la forme de Whitney de σ
′ s’e´crit
ω(σ′) = (p− 1)!
p−1∑
i=0
(−1)iλi dλ0 ∧ · · · ∧ d̂λi ∧ · · · ∧ dλp−1
et cette meˆme e´criture de´ﬁnit la forme ω(σ′; σ) sur σ. Il vient (voir (3.1))
dω(σ′; σ) = p!dλ0 ∧ · · · ∧ dλp−1.
D’autre part, en remplac¸ant λp par 1−
∑p−1
i=0 λi et dλp par −
∑p−1
i=0 dλi, dans l’expression




(−1)iλi dλ0 ∧ · · · ∧ d̂λi ∧ · · · ∧ dλp = (−1)
pp! dλ0 ∧ · · · ∧ dλp−1. (3.8)
On en de´duit le re´sultat puisque, dans ce cas [σ; σ′] = (−1)p.
Prouvons b) et supposons que π′ = σ0×· · ·×σ
′
i×· · ·×σs soit une face de codimension
1 de π = σ0 × · · · × σi × · · · × σs, alors
ω(π′; π) = ω(σ0) ∧ · · · ∧ ω(σ
′





(−1)|σ0|+···+|σj−1|ω(σ0) ∧ · · · ∧ dω(σj) ∧ · · · ∧ ω(σ
′
i; σi) ∧ · · · ∧ ω(σs)
(ou`, bien entendu, pour j = i, dω(σj) = dω(σ
′
i; σi)). Sur π, toutes les formes diﬀe´rentielles
dω(σj), pour j 6= i, sont nulles car la somme des coordonne´es barycentriques intervenant





i]ω(σi), d’ou` le re´sultat d’apre`s le Lemme 2.7.
Prouvons l’assertion c). Puisqu’une forme de degre´ maximum sur un simplexe, de´pen-





Rω(σ0) ∧ . . . ∧ L(σi) ∧ . . . ∧Rω(σs).
Nous sommes donc ramene´s au cas d’un simplexe σ. Soit ω ∈ L(σ) ; sur chacun des sim-
plexes σ′k de codimension 1 du bord de σ, on a ω|σ′k = λk ω(σ
′


















Puisque cette dernie`re forme est line´aire en les coordonne´es barycentriques et nulle sur le
bord de σ, elle est nulle. Les formes de Whitney e´tendues sont line´airement inde´pendantes
sur σ puisque leurs restrictions au bord le sont. 
Remarque 3.11. Etant donne´ un simplexe oriente´ σ de dimension r, notons σ′i les com-










i; σ), on a l’e´galite´ d(
∫
ω(σ)) = ω(σ). L’appli-
cation qui a` σ associe
∫
ω(σ) peut eˆtre vue comme la version ”formes de Whitney” du
bord.
Conside´rons maintenant le cas d’un simplexe γ face de σ et appelons φh les faces
de σ admettant γ pour face de codimension 1. Plus pre´cise´ment, notons (λ0, λ1, . . . , λℓ)
les coordonne´es barycentriques du simplexe γ dans σ de coordonne´es barycentriques
(λ0, λ1, . . . , λp). Pour tout h = ℓ + 1, . . . , p, notons φh le simplexe de σ de coordonne´es
barycentriques (λ0, λ1, . . . , λℓ, λh).
Lemme 3.12. Avec les notations pre´ce´dentes, il vient :
p∑
h=ℓ+1
ω(φh; σ) = (−1)
ℓ+1(ℓ+ 1)! dλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ. (3.9)
Preuve. On a :




(−1)jλjdλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ ∧ dλh + (−1)





ω(φh; σ) = (ℓ+ 1)!
ℓ∑
j=0












dλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ
ou`
∑p




h=ℓ+1 dλh = −
∑ℓ
h=0 dλh. Il vient
p∑
h=ℓ+1











et le re´sultat. 
Le lemme suivant est crucial pour la suite. Il e´nonce une e´galite´ de formes diﬀe´rentielles
au sens des distributions ou des courants. Comme nous le verrons, la preuve du the´ore`me
repose sur des constructions explicites de repre´sentants sous-analytiques des solutions
d’e´quations impliquant des distributions.
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Lemme 3.13. Avec les meˆmes notations que le lemme pre´ce´dent, e´tant donne´e une fonc-
tion E de´finie, sous-analytique et borne´e sur σ, notant toujours ω(γ; σ) l’extension a` σ
de la forme de Whitney de γ, on l’e´galite´ au sens des distributions :














ou` Eh est la fonction de p variables de´finie sur σ par
Eh(λ0, . . . , λ̂h, . . . , λp) = E(λ0, . . . , 1− Σ
p
i=0,i 6=hλi, . . . , λp).
Preuve. On a
d (E ω(γ; σ)) = dE ∧ ω(γ; σ) + E d(ω(γ; σ))
ou` le premier terme s’e´crit













(−1)jλjdλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ
)
.
Se´parons cette formule en deux sommes relativement a` l’indice i, la premie`re en sommant
de i = 0 a` ℓ et la seconde de ℓ+ 1 a` p.
Dans la premie`re somme et pour i ﬁxe´, ou bien i 6= j, alors dλi apparaˆıt dans le
produit dλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ et dans ce cas, sa contribution est nulle, ou bien i = j
et alors dλi = dλj comple`te le produit avec j permutations pour retrouver la j-e`me place.









dλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ. (3.11)









(−1)jλjdλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ ∧ dλi.
Comme on a




(−1)jλjdλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ ∧ dλi + (−1)























ℓ+1λidλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ
)
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λidλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ. (3.13)
























Enﬁn, par sommation de (3.12) et (3.14), on obtient





















(−1)jλjdλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ
)
= E ℓ! (ℓ+1) dλ0∧· · ·∧dλℓ





en utilisant (3.9). On obtient donc ﬁnalement


















On peut encore e´crire diﬀe´remment cette formule, en remarquant que, sur σ, les variables






Eh(λ0, . . . , λ̂h, . . . , λp) = E(λ0, . . . , 1− Σ
p
i=0,i 6=hλi, . . . , λp),























































et le re´sultat. 
Remarquons que la donne´e d’une orientation sur σ e´quivaut a` la donne´e d’une orien-
tation sur σ′, d’une orientation sur la face oppose´e σ′′ et d’un ordre sur le couple (σ′, σ′′).
La fonction uσ′ =
∑q














ou` la fonction uσ′′ = 1− uσ′ est de´ﬁnie sur tout le simplexe σ et est e´gale a` 1 sur σ
′′.
Proposition 3.14. Soient σ′ une face de dimension q du simplexe oriente´ σ de dimension














Remarquons que cette formule traduit le fait que, a` un coeﬃcient pre`s, le volume du
simplexe est e´gal au volume de deux faces oppose´es par le volume normalise´ d’un segment
qui les joint.
Preuve. Nous pouvons supposer, sans perte de ge´ne´ralite´ que les simplexes oriente´s σ′ et
σ′′ ont pour sommets respectifs les points a0, a1, . . . , aq et aq+1, . . . , ap pris dans cet ordre.
Ecrivons, en fonction des coordonne´es barycentriques correspondantes l’expression
ω(σ′; σ) ∧ ω(σ′′; σ) ∧
(
d(λ0 + · · ·+ λq)
λ0 + · · ·+ λq
−
d(λq+1 + · · ·+ λp)






(−1)iλi dλ0 ∧ . . . ∧ d̂λi ∧ . . . ∧ dλq
∧
(p− q − 1)!
p∑
j=q+1
(−1)jλjdλq+1 ∧ . . . ∧ d̂λj ∧ . . . ∧ dλp
∧(dλ0 + · · ·+ dλq
λ0 + · · ·+ λq
−
dλq+1 + · · ·+ dλp
λq+1 + · · ·+ λp
)
=







λ0 + · · ·+ λq
(dλ0 ∧ . . . ∧d̂λi ∧ . . . ∧ dλq) ∧ (dλq+1 ∧ . . . ∧ d̂λj ∧ . . . ∧ dλp) ∧ (dλ0 + · · ·+ dλq)







λq+1 + · · ·+ λp
(dλ0 ∧ . . .∧ d̂λi ∧ . . . ∧ dλq) ∧ (dλq+1 ∧ . . . ∧ d̂λj ∧ . . . ∧ dλp) ∧ (dλq+1 + · · ·+ dλp).
Etudions les deux termes obtenus : dans le premier terme, et pour i ﬁxe´, le produit
exte´rieur de (dλ0 ∧ . . . ∧ d̂λi ∧ . . . ∧ dλq) et (dλ0 + · · ·+ dλq) est nul sauf a` produire un
e´le´ment (dλ0 ∧ . . . ∧ dλi ∧ . . . ∧ dλq). Le nombre de permutations pour ramener le terme
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dλi de la dernie`re a` la i-e`me place est e´gal a` (q− i+1)+ (p− q−1) = p− i. On en de´duit








λ0 + · · ·+ λq
dλ0∧. . .∧dλi∧. . .∧dλq∧dλq+1∧. . .∧d̂λj∧. . .∧dλp,
c’est-a`-dire
q!(p− q − 1)!
p∑
j=q+1
(−1)p+jλj dλ0 ∧ . . . ∧ d̂λj ∧ . . . ∧ dλp.
De la meˆme fac¸on, et cette fois en ﬁxant j, on ve´riﬁe que le second terme est e´gal a` :
q!(p− q − 1)!
q∑
i=0
(−1)p+iλi dλ0 ∧ . . . ∧ d̂λi ∧ . . . ∧ dλp.
Notre expression est donc ﬁnalement e´gale a`
q!(p− q − 1)!(−1)p
p∑
i=0
(−1)iλi dλ0 ∧ . . . ∧ d̂λi ∧ . . . ∧ dλp =




Corollaire 3.15. Dans le cas particulier ou` σ′ est une face de codimension 1 et σ′′ est le
point ap la formule s’e´crit
ω(σ) = (−1)p+1p ω(σ′; σ) ∧
dλp
1− λp
Corollaire 3.16. Plus ge´ne´ralement,on peut exprimer, pour tout prisme π = σ0×· · ·×σs,











ou` π′′ = σ′′0 × σ
′′
1 × · · · × σ
′′
s est le prisme produit des faces oppose´es aux σ
′
i dans les
σi et oriente´s par l’ordre des leurs sommets, uσ′i est la fonction somme des coordonne´es










Preuve. La preuve consiste a` appliquer la proposition 3.14 pour chacun des simplexes
σi du prisme π. 
4 Formes diffe´rentielles sur les faisceaux prismaux
4.1 De´finitions
De´finition 4.1. Soient P un ensemble prismal et F un faisceau prismal sur P. Comme
en 2.2, notons eρ : F(ρ) → ρ la projection associe´e a` chaque prisme ρ de P. On appelle
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r-forme diﬀe´rentielle µ-re´gulie`re (resp. sous-analytique) sur F(ρ) la donne´e d’une r-forme
diﬀe´rentielle µ-re´gulie`re (resp. sous-analytique) ωπ sur chaque prisme π de F(ρ) de telle
fac¸on que les restrictions de ces formes diﬀe´rentielles aux faces communes a` deux prismes
de F(ρ) co¨ıncident.
On appelle r-forme diﬀe´rentielle µ-re´gulie`re sur le faisceau prismal F la donne´e d’une
forme diﬀe´rentielle µ-re´gulie`re sur chacun des F(ρ) de fac¸on a` ce que, pour chaque face ρ′
de ρ, la forme ωρ restreinte a` l’image re´ciproque de ρ
′ par eρ co¨ıncide avec ωρ′ . Rappelons
que d’apre`s la de´ﬁnition 2.2, si ρ′ est une face de ρ, alors e−1ρ (ρ
′) est une re´union de prismes
de F(ρ). Nous noterons Ωrµ(F) l’espace vectoriel des r-formes diﬀe´rentielles µ-re´gulie`res
sur le faisceau prismal F .
En particulier, lorsque F est le faisceau T tel que T (ρ) = ρ pour tout ρ, l’espace
vectoriel Ω0µ(T ) muni de la multiplication des fonctions est appele´ alge`bre des fonctions
µ-re´gulie`res sur P et note´ OP,µ. Pour chaque entier r, l’espace vectoriel Ω
r
µ(T ) est en fait
un OP,µ-module.
Dore´navant, nous ne conside´rerons plus que des formes sous-analytiques, c’est-a`-dire
satisfaisant dans un voisinage ouvert de chaque prisme ρ de P dans son aﬃne ambiant
les conditions de la Proposition 3.4 et supprimerons donc l’indice µ. Pour chaque prisme
ρ ⊂ P, les espaces vectoriels Ωr(F(ρ)), munis des morphismes induits par la diﬀe´rentielle
au sens des distributions, forment un complexe note´ Ω•(F(ρ)). Puisque la diﬀe´rentielle ne
commute pas aux morphismes de spe´cialisation, on ne peut pas mettre une structure de
complexe diﬀe´rentiel sur la famille des espaces vectoriels Ωr(F).
Notons e∗F : Ω
•(T )→ Ω•(F) le morphisme associe´ a` e qui pour tout prisme ρ co¨ıncide
avec le morphisme naturel e∗F ,ρ : Ω
•(T (ρ))→ Ω•(F(ρ)). Remarquons que, e´tant donne´ un
morphisme χ : F ′ → F de faisceaux prismaux sur P, on a
e∗F ′ = χ
∗ ◦ e∗F . (4.1)
De´ﬁnissons la forme diﬀe´rentielle de degre´ |ρ|
deρ = deF ,ρ = e
∗
F ,ρω(ρ).
Puisque la forme deρ est ferme´e, les noyaux K
•
ρ = Ker(∧deρ) forment un sous-complexe
de Ω•(F(ρ)).
D’apre`s le corollaire 3.16, pour toute face ρ′ de ρ, la restriction de deρ|e−1ρ (ρ′) est de
la forme deρ′ ∧ θ. Par conse´quent, l’image de K
r
ρ par l’homomorphisme de spe´cialisation
Ωr(F(ρ)) → Ωr(F(ρ′)) est contenue dans Krρ′. D’ou` nous obtenons par passage aux quo-






Nous appellerons r-forme diﬀe´rentielle relative la donne´e pour chaque simplexe ρ d’un
e´le´ment de l’espace vectoriel quotient Ωrrel(F(ρ)), de manie`re compatible avec les homo-
morphismes de spe´cialisation pre´ce´dents.
Lemme 4.2. Soient ω et ω′ deux r-formes diffe´rentielles sur un faisceau prismal F .
Pour tout prisme ρ et pour t ∈ ρ˚ notons it l’inclusion de la fibre e
−1
ρ (t) dans F(ρ), alors
deρ ∧ ω = 0 si et seulement si, pour tout t ∈ ρ˚, on a :
i∗tω = 0.
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Preuve. Cela re´sulte de l’e´criture des formes diﬀe´rentielles dans les coordonne´es bary-
centriques du prisme. D’une part, les compose´es avec eρ des coordonne´es barycentriques
de ρ font partie d’un syste`me de coordonne´es barycentriques du prisme π, et d’autre part,
pour tout facteur τ de ρ, la forme de Whitney ω(τ) s’e´crit (−1)ss! dt0 ∧ · · · ∧ dts−1 (voir
(3.8)). 
Remarque 4.3. Toute re´traction χ de ρ˚ sur un point t de ρ˚ induit une re´traction de F(ρ˚)
sur la ﬁbre e−1ρ (t) et donc une re´traction line´aire Λ
r(dχ) : Λr(T ∗(e−1ρ (t)))→ Λ
r(T ∗F(ρ˚)).
Avec ces notations, on a
(ω|e−1ρ (t) − χ(i
∗
tω)) ∧ de = 0.
Choisissons une re´traction χ dans chaque simplexe, nous nous permettrons lorsqu’il s’agira
de formes relatives, d’identiﬁer la restriction a` une ﬁbre et l’image inverse sur une ﬁbre.
On appellera diﬀe´rentielle relative et on notera de la diﬀe´rentielle induite par la
diﬀe´rentielle d dans les quotients Ωrrel(F(ρ)).
De´finition 4.4. Appelons forme diﬀe´rentielle verticale sur un prisme π au dessus de τ
une forme diﬀe´rentielle qui est l’image re´ciproque par la projection τ × σ0 × · · · × σs →
σ0×· · ·×σs d’une forme diﬀe´rentielle sur σ0×· · ·×σs. Toute forme diﬀe´rentielle verticale
de´ﬁnit naturellement une forme diﬀe´rentielle relative.
4.2 Etude des formes de Whitney relatives dans Pf
Soit Pf le faisceau prismal associe´ a` un morphisme simplicial oriente´ f : ∆→ T comme
dans le the´ore`me 2.11, et π = π(σ) un prisme de Pf d’images σ ⊂ ∆ et τ ⊂ T . Notons
y0, . . . , ys les sommets de τ et σj = σ∩ e
−1(yj). Le but de cette section est la construction
de formes de Whitney relatives engendrant la cohomologie des ﬁbres en tout degre´. Le cas
des formes de degre´ e´gal a` la dimension relative des simplexes est facile puisque la chute
de dimension au bord de τ implique la nullite´ de la restriction de la forme ; c’est l’objet
de cette section :
Lemme 4.5. La donne´e pour chaque π = π(σ) ∈ Pf de la forme diffe´rentielle verticale
ω(π(σ)/τ) = ω(σ0) ∧ ω(σ1) ∧ . . . ∧ ω(σs) (4.2)
de´finit une forme diffe´rentielle relative de degre´ r = dimrel σ sur Pf au dessus de T .
Preuve. Etant donne´es des orientations de ∆ et de T telles que le morphisme f soit
oriente´, les formes diﬀe´rentielles ω(σ) associe´es aux simplexes σ ayant meˆme image τ et
meˆme dimension relative se recollent en une forme diﬀe´rentielle sur f−1(τ). L’orientation
de f induit une orientation de la ﬁbre type σ0 × · · · × σs de chaque simplexe et ces
orientations sont compatibles entre elles. Au moyen de l’isomorphisme θσ, on en de´duit
que les ω(π(σ)) se recollent au dessus de τ , et donc que les formes diﬀe´rentielles ω(π/τ)
se recollent dans la ﬁbre. 
Lemme 4.6. a) La donne´e sur chaque simplexe σ de ∆ de la forme diffe´rentielle
t
|σ0|
0 · · · t
|σs|
s ω(σ0) ∧ ω(σ1) ∧ . . . ∧ ω(σs) = t
|σ0|
0 · · · t
|σs|
s ω(π(σ)/τ) (4.3)
de´termine une forme diffe´rentielle relative sur Pf .
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b) La donne´e sur chaque simplexe σ de ∆ d’une fonction sous-analytique Aσ prenant
les meˆmes valeurs sur les faces communes a` deux simplexes de´termine une forme




0 · · · t
|σs|
s ω(π(σ)/τ).
c) D’apre`s la Proposition 3.8 et avec ses notations, on a
(ψσ)∗(ω(σ)) = (−1)α(σ,ν)
p!
|σ0|! · · · |σs|! s!
t
|σ0|
0 · · · t
|σs|
s ω(τ) ∧ ω(π(σ)/τ). (4.4)
Preuve. Prouvons a). Le lemme 4.5 montre que, au dessus de chaque simplexe τ la forme
(4.3) de´termine une forme diﬀe´rentielle relative au dessus de τ . Soit maintenant τ ′ une
face de τ au dessus de laquelle la dimension relative de σ ne varie pas, cela signiﬁe que
pour tout sommet yi de τ qui n’est pas dans τ
′, on a |σi| = 0 (exemple du 2-simplexe situe´
a` mi-hauteur dans la Figure 4). Posons π′ = π|τ ′, alors ω(π/τ)|π′ = ω(π
′/τ ′). Dans les
autres cas, l’un au moins des σi n’est pas nul et donc notre forme diﬀe´rentielle s’annule
au dessus de τ ′.
Le b) re´sulte aussitoˆt du a) et le c) de la proposition 3.8. 
Lemme 4.7. Posons π = π(σ), on a pour tout t ∈ τ l’e´galite´∫
π(t)
ω(π/τ) = 1.
Preuve. En eﬀet ω(π/τ) est la forme volume produit des formes volumes des simplexes
verticaux du prisme π. Cela re´sulte aussi du 2) de la Remarque 2.12. 
De´finition 4.8. Extension verticale d’une forme diffe´rentielle relative. Soit π′ une face de
codimension 1 d’un prisme π, notons τ ′ l’image de π′. De meˆme que dans le cas absolu, on
de´ﬁnit l’extension a` π d’une forme diﬀe´rentielle relative sur π′ comme la forme diﬀe´rentielle
ω(π′/τ ′; π) donne´e par la meˆme e´criture en coordonne´es barycentriques. C’est une forme
diﬀe´rentielle relative au morphisme de π sur son image τ dont τ ′ est une face.
Remarquons qu’une face de codimension relative 1 d’un prisme π = τ × σ0 × · · · × σs
de Pf est ne´cessairement obtenue de la fac¸on suivante : on remplace un des simplexes σj
par une de ses faces de codimension 1 et on fait le produit avec les autres. A chaque face
de codimension relative 1 est donc associe´ un sommet bien de´termine´ de τ .
Lemme 4.9. Soit π′ un prisme de Pf d’image τ
′ et soit π un prisme dont π′ est une face
de codimension 1. On a, avec les notations du lemme 3.10 :
deω(π
′/τ ′; π) =
{
[π; π′]ω(π/τ ′) si π a pour image τ ′,
0 sinon
Preuve. Dans le cas ou` π a pour image τ ′, il s’e´crit π = τ ′ × σ0 × · · · × σj × · · · × σs et
le prisme π′ s’e´crit π′ = τ ′ × σ0 × · · · × σ
′
j × · · · × σs. Alors on a
ω(π′/τ ′; π) = ω(σ0) ∧ · · · ∧ ω(σ
′
j; σj) ∧ · · · ∧ ω(σs)
d’ou` le re´sultat, d’apre`s le lemme 3.10. Sinon, les prismes π′ et π s’e´crivent sous la forme
π′ = τ ′ × σ0 × · · · × σs et π = τ × σ0 × · · · × σs ou` τ
′ est une face de codimension 1 de
τ . Dans ce cas, ω(π′/τ ′; π) = ω(π/τ) et sa diﬀe´rentielle relative est nulle, puisque pour
chaque σi, on a dω(σi) = 0 dans σi. 
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4.3 Triangulations et formes sous-analytiques
SoitX ⊂ Rn×Rm un sous-ensemble sous-analytique non singulier tel que la restriction
a` X de la premie`re projection soit propre et triangulable. Soit ∆ ⊂ Rn×Rm le complexe
simplicial line´aire image re´ciproque de X par un home´omorphisme sous-analytique















de triangulation et notons f la restriction a` ∆ de la premie`re projection. Reprenons les
notations du the´ore`me 2.11 et en particulier notons ψ : Pf → Sf le morphisme prismal de
loc. cit.
Lemme 4.10. Soit ω une r-forme diffe´rentielle analytique (ou de classe Ck, k ≥ 2) sur
X. L’image re´ciproque t∗ω est une forme sous-analytique sur ∆ et l’on a d(t∗ω) = t∗dω.
Preuve. L’e´galite´ d(t∗ω) = t∗dω est ve´riﬁe´e a` l’inte´rieur de chaque simplexe de ∆ puisque
l’home´omorphisme t y est analytique. Remarquons que les coeﬃcients de t∗ω et t∗dω sont
sous-analytiques.
Montrons que la forme t∗ω est re´gulie`re sur ∆ au sens de Whitney [Whi, Chapitre III,
p.104]. Cela signiﬁe qu’elle est continue et qu’il existe une (r+1)-forme ω′ continue sur ∆
telle que, pour tout (r + 1)-simplexe singulier ζ : Σr+1 → ∆ ou` Σr+1 de´signe le simplexe






D’apre`s loc cit. il suﬃt de le montrer pour des simplexes singuliers qui sont des immersions
analytiques a` l’inte´rieur de chaque face, sauf e´ventuellement sur un ensemble de mesure
nulle. Pour un tel ζ , le simplexe t◦ζ est un simplexe de X posse´dant les meˆmes proprie´te´s.












ce qui montre que la forme t∗dω est la forme ω′ cherche´e. D’apre`s la ge´ne´ralisation a`
notre situation du lemme 16a de Whitney [Whi, Ch.III], une telle forme, si elle existe, est
unique, ce qui entraˆıne qu’elle est la de´rive´e au sens des distributions de t∗ω et le re´sultat.

Il re´sulte de la de´monstration de Whitney du the´ore`me de de Rham [Whi, Chapitre
IV, §29] que les formes de Whitney engendrent la cohomologie des formes 0-re´gulie`res.
Nous verrons plus bas dans le Lemme 4.12 la version sous-analytique de ce re´sultat.
Lemme 4.11. 1) Soit h une fonction sous-analytique continue sur un domaine sous-
analytique compact K de Rk contenant l’origine et tout chemin joignant l’origine a` l’un
de ses points. Supposons que h est analytique dans l’inte´rieur de K. Pour toute bijection
sous-analytique continue φ : [0, 1]→ [0, 1] ve´rifiant φ(0) = 0, φ(1) = 1, notant φ(s)u pour






est sous-analytique et continue sur K.





Preuve. La continuite´ de la fonction re´sulte du fait que h est continue. Nous allons
utiliser le the´ore`me de rectiline´arisation des fonctions sous-analytiques (voir [B-M2] Cor.
4.9, Parusin´ski [Pa]. Appliquons le The´ore`me 3.4 de [K-P], qui reprend le The´ore`me 4.1
de [Pa], a` la fonction h : K → R . Nous obtenons une collection ﬁnie de morphismes
πα : Wα → R
k telle que :
• Chaque Wα est analytiquement isomorphe a` R
k et contient un compact sous-analytique
Kα de telle manie`re que
⋃
α πα(Kα) = K,
• La fonction h ◦ πα est analytique dans Wα, et dans des coordonne´es y1, . . . , yk sur R
k
les fonctions ui ◦ πα s’e´crivent








k 1 ≤ i ≤ k,
ou` les e
(i)
j sont des entiers non ne´gatifs et Bα est une fonction analytique ne s’annulant
pas dans Kα. Nous pouvons par un changement des coordonne´es faire disparaˆıtre les Bα
en absorbant chacune d’elles dans l’une des variables yj.
Le morphisme πα e´tant ge´ne´riquement ﬁni, le de´terminant de la matrice (e
(i)
j ) est
un entier non nul, disons d ∈ Z. Il en re´sulte que nous pouvons trouver des puissances
ψj(s) = φ(s)
Rj de φ(s), avec des exposants Rj ∈
1
d
Z uniquement de´termine´s, telles que
l’on ait
(φ(s)ui) ◦ πα = (ψ1(s)y1)
e
(i)
1 . . . (ψk(s)yk)
e
(i)
k 1 ≤ i ≤ k.
Choisissons maintenant un point z appartenant a` Kα, de coordonne´es y1, . . . , yk et tel que
πα(z) = u ∈ K. Nous allons calculer la compose´e (
∫ 1
0
h(φ(s)u)ds) ◦ πα au voisinage de z.
Nous pouvons supposer que pour s ∈ [1 − a1, 1] le chemin (ψ1(s)y1)
e
(i)




reste dans Kα. Comme certains des ψj(s) vont devenir tre`s grands lorsque s devient
petit, le chemin va en ge´ne´ral sortir de Kα avant d’atteindre s = 0, mais se prolongera
analytiquement dans un autre compact Kβ pour des valeurs s ∈ [1−a2, 1−a1], et puisque
notre chemin et les Kα sont sous-analytiques, ceci se reproduira un nombre ﬁni de fois.
Ainsi notre inte´grale, au voisinage du point z, est la somme d’un nombre ﬁni d’inte´grales de
fonctions analytiques, les h◦πα, le long de chemins analytiques de´pendant analytiquement
du point z ; c’est donc une fonction analytique sur chacun des Wα. Ceci prouve 1).
Il reste a` de´montrer le point 2). Pour cela, e´tant donne´ un arc analytique ui = ui(t) nous
devons ve´riﬁer que E =
∫ 1
0
h(φ(s)u(t))ds est analytique en t si la fonction h(u(t)) l’est. Par
de´rivation ite´re´e sous l’inte´grale on calcule le de´veloppement de Taylor, et l’on constate
que ses termes sont le produit des termes correspondants du de´veloppement de Taylor de∫ 1
0
h(u(t))ds par des puissances de φ(s), qui sont ≤ 1. Or
∫ 1
0
h(u(t))ds est analytique en
t parce que h(u(t)) l’est, d’ou` le re´sultat.

Lemme 4.12. Sur un complexe simplicial, ou plus ge´ne´ralement prismal, qui est une
varie´te´, les formes de Whitney engendrent la cohomologie des formes sous-analytiques.
Preuve. Faisons d’abord la de´monstration dans le cas d’une de´composition simpliciale.
Il suﬃt de ve´riﬁer que le lemme d’inte´gration des formes exactes dans un domaine e´toile´
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de centre p0 et les lemmes de prolongement de Whitney [Whi, Chapitre IV, §§25–26] sont
valables dans le cas sous-analytique. Prouvons par exemple que le lemme 25a, p. 136 est
valable dans le cas sous-analytique. Avec des notations analogues a` celles de loc. cit.,





est sous-analytique, ou` g : I ×Rn → Rn est l’application aﬃne de´ﬁnie par g(s, p) = sp.
Cela re´sulte du Lemme 4.11 en prenant φ(s) = s. Les lemmes de prolongement se ve´riﬁent
de manie`re analogue.
Dans le cas d’une de´composition prismale d’une varie´te´, chaque prisme σ1 × . . .× σs
admet des de´compositions simpliciales “standard” dont chaque sommet est un s-uple
(vi1, . . . , vis) de sommets ne faisant intervenir que des sommets des σi. Sur un prisme la
forme ω(σ1)∧ · · · ∧ω(σs) est la forme volume du prisme. Sa restriction a` chaque simplexe
d’une de´composition “standard” du prisme est la forme volume du simplexe. On est alors
ramene´ au cas des de´compositions simpliciales.

A une forme sous-analytique ferme´e ω surX on associe donc une forme sous-analytique
ferme´e ferme´e ω1, combinaison de formes de Whitney de simplexes de ∆, telle que t
∗ω =
ω1 + dα, ou` α est une forme sous-analytique ferme´e sur ∆.
5 Formes sous-analytiques et formes de Whitney re-
latives
Pour une application prismale associe´e a` une application simpliciale f : ∆→ T comme
dans l’exemple 2.10, e´tant donne´ un point x ∈ σ et ε ∈]0, 1], on note σ(x,ε) l’homothe´tique
de σ par l’homothe´tie de centre x et de rapport ε (voir Figure 7). De meˆme, si φ est
une face de σ, on note φ(x,ε) l’homothe´tique de φ par l’homothe´tie de centre x ∈ σ et de
rapport ε. Enﬁn, dans le faisceau prismal Pf , on note π(σ)(x,ε) et π(φ)(x,ε) respectivement
les homothe´tiques de π(σ) et π(φ) par homothe´tie de centre x et de rapport ε.
Si η est une forme diﬀe´rentielle induisant une forme de degre´ r non nulle dans les
ﬁbres d’un morphisme simplicial ou prismal f : φ→ τ , on notera ηf(x), ou simplement ηf
s’il n’y a pas d’ambigu¨ite´, la restriction, au sens des formes diﬀe´rentielles, de η a` la ﬁbre
f−1(f(x)). Posons φf(x,ε) = φ(x,ε) ∩ f
−1(f(x)).





ne de´pend que des coeﬃcients de η dans la ﬁbre f−1(f(x)). D’autre part, le volume
euclidien de φf(x,ε) est e´gal a`
vol(φf(x,ε)) = t
|φ0|
































σ(x,ε) σ(x,ε) ∩ f
−1(f(x)) π(σ)(x,ε) ∩ f
−1(f(x))
Ici, σ est le te´trae`dre ABCD et σ(x,ε) est le te´trae`dre abcd. Pour une face φ de σ, par
exemple le triangle ACD, alors φ(x,ε) est le triangle acd.
Dans Pf , on n’a dessine´ que la ﬁbre de π(σ) au dessus de f(x). Le dessin de π(σ) est
le produit de π(σ) ∩ f−1(f(x)) par τ . De meˆme, on n’a dessine´ que l’intersection de
π(σ)(x,ε) avec la ﬁbre, i.e. π(σ)(x,ε) ∩ f
−1(f(x)). Le dessin de π(σ)(x,ε) est le produit de
cette intersection par τ(f(x),ε).
Figure 7 – Les homothe´tiques σ(x,ε) et π(σ)(x,ε)
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Construction 5.1. Soit π = τ × π/τ = τ × σ0× · · · × σs un prisme comme en section 2.
Rappelons que l’on note t0, . . . , ts les coordonne´es barycentriques de τ et µj,k, 0 ≤ j ≤ s,
0 ≤ k ≤ dim σj celles de σ0× . . .×σs (voir (2.3)). Dans ce qui suit, nous prendrons comme
coordonne´es carte´siennes de chacun des σj , les coordonne´es µj,k pour 1 ≤ k ≤ dim σj ,
c’est-a`-dire que l’on pose µj,0 = 1−
∑dimσj
k=1 µj,k. On fait de meˆme pour le simplexe τ . Cela
fournit un plongement de π dans Rm = R|τ | ×R|σ0| · · · ×R|σs| et un plongement de π/τ
dans Rm−|τ |.
Prenons une autre copie de Rm dont on notera uj,k les coordonne´es correspondant
aux µj,k et θℓ les coordonne´es correspondant aux coordonne´es tℓ de τ et conside´rons le
sous-ensemble Z de τ × π/τ × I×Rm de´ﬁni par les ine´galite´s
−εµj,k ≤ uj,k−µj,k ≤ ε(1− µj,k) (5.5)∑
k




pour 0 ≤ j ≤ s. Notons p la restriction a` Z de la projection de π × I ×Rm sur π × I. la
ﬁbre de p au dessus du point de coordonne´es (tℓ, µj,k, ε) est le prisme π(x,ε). L’intersection




Notons b : X → π × I l’e´clatement de l’ide´al (ε, (µj,k)j,k) dans π × I. Nous allons
montrer que certaines inte´grales de´pendant de parame`tres v ∈ π×I deviennent analytiques
apre`s composition avec b et sont donc sous-analytiques sur π × I. Nous allons de´tailler le
calcul dans une carte particulie`re de l’e´clatement b ; les calculs dans les autres cartes sont
analogues.
Conside´rons donc l’application b : τ ×Rm−|τ |×I→ τ ×Rm−|τ |×I de´ﬁnie par µj,k ◦b =
εµ′j,k pour k ≥ 0 et ε ◦ b = ε. C’est celle qui correspond a` la carte de X ou` ǫ engendre
l’ide´al transforme´ dans X .
L’image par b du sous-ensemble de τ ×R
m−|τ |
≥0 × I de´ﬁni par les ine´galite´s
0 ≤ εµ′j,k ≤ 1 et
∑
εµ′j,k ≤ 1
est τ × π/τ × I.
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Conside´rons le diagramme suivant :
τ ×Rm−|τ | × Yα
ζα












τ ×Rm−|τ | × I×Rm












































τ ×Rm−|τ | × I
b // π × I
Le produit ﬁbre´ Zb de p par b est le sous-espace de τ ×R
m−|τ |× I×Rm de´ﬁni par les
ine´galite´s
−ε2µ′j,k ≤ uj,k − εµ
′










Notons pb la projection de Zb sur τ × R
m−|τ | × I. La dimension des ﬁbres de pb chute
encore pour ε = 0. Nous allons conside´rer l’e´clatement c : V → Rm−|τ |× I×Rm de l’ide´al
(ε, (uj,k)j,k). A nouveau nous allons de´tailler le calcul seulement dans une carte de V .
Conside´rons donc le morphisme c de τ ×Rm−|τ | × I×Rm dans τ ×Rm−|τ | × I×Rm
de´termine´ par µj,k ◦ c = µ
′
j,k et uj,k ◦ c = εu
′
j,k. Alors Zb est l’image par le morphisme c
du sous-ensemble Z˜b de τ ×R















La ﬁbre du morphisme pb◦c au dessus du point de coordonne´es (tj , µ
′
j,k, ε) a pour image
dans Z le simplexe π(x,ε) ou` x est le point de coordonne´es (tj , µj,k) avec µj,k = εµ
′
j,k.
Remarquons que toutes les ﬁbres de Pb ◦ c restreint a` Z˜b ont la meˆme dimension.
Soient maintenant ω une forme diﬀe´rentielle sous-analytique borne´e sur le prisme π
et πα : Wα → R
m des morphismes analytiques compose´s d’e´clatements locaux tels que
chaque forme diﬀe´rentielle π∗αω soit analytique sur Wα. Conside´rons pour chaque α le
morphisme induit π × I ×Wα → π × I × R
m, que nous noterons encore πα par abus.
Notons πα,B : : τ ×R
m−|τ |× I×Wα → τ ×R
m−|τ |× I×Rm le morphisme qui s’en de´duit
par changement de base par le morphisme B. Nous pouvons supposer que chaque Wα
contient un compact sous-analytique Kα tel que la re´union des images des Kα recouvre
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l’image du prisme π qui se trouve dans Rm. Nous supposerons de plus que les fonctions








m en des coordonne´es y1, . . . , ym sur Wα, en
absorbant les unite´s dans les coordonne´es et qu’il en est de meˆme des fonctions θℓ ◦ πα.
Le produit ﬁbre´ τ ×Rm−|τ | × Sα du diagramme ci-dessus a alors pour e´quations dans
τ ×Rm−|τ | × I×Rm ×Wα les εu
′
j,k − nj,k = 0 pour tous les k, j.
Remarquons maintenant que les diﬀe´rences des exposants des monoˆmes de ces e´quations
binomiales, qui sont de la forme (1, 0 . . . , 0, 1, 0, . . . , 0,−ak,j1 , . . . ,−a
k,j
m ), engendrent un
re´seau sature´. Les e´quations de´ﬁnissent donc une varie´te´ torique aﬃne sur R, qui peut eˆtre
re´solue par un morphisme torique, ou monomial (voir [Te2], 6.1). Cela signiﬁe que l’on peut
trouver un morphisme torique de varie´te´s toriques non singulie`res Zα → τ × I×R
m×Rm
tel que la transforme´e stricte Yα de Sα soit non singulie`re. Dans une carte locale de Zα mu-
nie de coordonne´es z1, . . . , zm+1 notre domaine d’inte´gration est de´ﬁni par des ine´galite´s
de la forme :
−zEµ′j,k ≤ z
Aj,k − µ′j,k ≤ 1− z
Eµ′j,k∑
k





Nous inte´grerons sur ce domaine, dont les ine´quations de´pendent line´airement des pa-
rame`tres µ′j,k et analytiquement de ε, la restriction aux ﬁbres au dessus de t ∈ τ de
l’image re´ciproque de notre forme diﬀe´rentielle, qui est a` support dans l’espace analytique
non singulier Yα et y est analytique.
Lemme 5.2. Gardons les notations introduites au de´but de cette section. Soit σ un sim-
plexe oriente´ de ∆ ayant pour image τ et de dimension relative d. Soit η une r-forme
diffe´rentielle sous-analytique sur σ dont la restriction aux fibres de σ → τ est de degre´ r,
avec r ≤ d. Alors, pour toute face φ de σ de dimension relative r et d’image τ , l’application
A˜φ : σ → R de´finie par










qui ne de´pend que de la classe de η dans les formes relatives, est sous-analytique borne´e
sur σ.






















ψ∗ηf en utilisant la construction 5.1. Avec les








ou` v = (x, ε) est le point de π × I qui a pour coordonne´es les (ti, µj,k, ε), ou` Θ de´signe le
morphisme Rm → R|τ | de´ﬁni par les fonctions θℓ et v de´signe l’image de v dans τ . Enﬁn,
ı∗v de´signe la retriction de la forme η a` la ﬁbre de Z au-dessus de v via la restriction a` Z
du morphisme Θ. Notons I(v) cette inte´grale.
Pour tout point v˜ ∈ b−1(v) nous avons







De meˆme, nous pouvons calculer notre inte´grale I(v) comme inte´grale sur la ﬁbre Θ−1(v)∩
Z˜b de Z˜b au-dessus de v ∈ τ de l’image inverse c
∗B∗(η), qui est encore sous-analytique.
D’apre`s la construction 5.1, pour un choix des Wα rendant analytiques les coeﬃcients
de η l’inte´grale I(v˜) est la somme d’inte´grales de formes analytiques restreintes aux ﬁbres
du morphisme τ ×Rm−|τ |×Rm → τ induit par le morphisme Θ et aux domaines qui sont
les images re´ciproques de Z˜b dans les cartes de τ ×R
m−|τ | × Yα.
Ces domaines de´pendant analytiquement du parame`tre v, on en de´duit que la fonction
I(v˜) est analytique sur la carte de l’e´clate´ X que nous avons e´tudie´e. Les calculs dans les
autres cartes sont analogues et fournissent l’analyticite´ de I(v) ◦ b sur X , et donc le fait
que la fonction I(v) est sous analytique sur π × I.
Pour chaque t ∈ τ , la forme ı∗t (η) est un multiple sous-analytique de la forme volume
dVm de R

















est sous-analytique. Comme le quotient des deux inte´grales est borne´, c’est une fonction
sous-analytique sur pb(Zb) ; elle reste sous-analytique en restriction a` ε = 0, ce qui montre
que la fonction A˜φ est sous-analytique sur σ. 
En utilisant les notations de la proposition 3.8, pour toute face φ de σ, de dimension
relative r et d’image τ , telle que φ0, . . . , φs de´signent les faces de φ situe´es au dessus des
sommets y0, . . . , ys de τ , nous noterons
Aφ(x) = (−1)
α(φ,ν) (r + s)!
|φ0|! · · · |φs|! s!
A˜φ(x). (5.7)
Proposition 5.3. Soit σ un simplexe oriente´ de ∆ ayant pour image τ et de dimension
relative d. Soit η une r-forme diffe´rentielle sous-analytique sur σ, avec r ≤ d. Notant









0 · · · t
|φjs|





Preuve. Soit φ une face de σ de dimension relative r et d’image τ .
Notons η(x) la forme diﬀe´rentielle sous-analytique sur φf(x,ε) dont la valeur en tout
point x′ de φf(x,ε) est e´gale a` A˜φ(x) · ω(φ
f
(x,ε)).












ou` C(ε) tend vers 0 avec ε.
En prenant l’image par le morphisme line´aire θσ de´ﬁni dans l’exemple 2.1, au vu de








0 · · · t
|φs|
s (Aφ ◦ ψ)ω(π(φ)/τ ; π(σ)
)∣∣∣∣∣ ≤ Cφ(ε)εr.
Notons





0 · · · t
|φjs|
s (Aφj ◦ ψ)ω(π(φ
j)/τ ; π(σ))
ou` (φj)j∈J de´crit l’ensemble des faces de σ de dimension relative r et d’image τ .
Remarquons que si φi et φj sont deux faces distinctes de σ de dimension relative r et
d’image τ , la restriction de ω(φi; σ) a` φj est nulle, et donc la restriction de ω(π(φi)/τ ; π(σ))
a` π(φj) est nulle. Etant donne´ un prisme φf de dimension r contenu dans une ﬁbre de f
et dans une face de dimension relative r nous pouvons donc donner l’estimation suivante






∣∣∣∣∣ ≤ C(ε)εr, (5.8)
ou` C(ε) est la plus grande des constantes Cφ(ε) correspondant aux faces φ de σ de di-
mension relative r et d’image τ .
L’ine´galite´ (5.8) implique que la restriction de β a` chaque θσ(φf(x,ε)) est nulle. D’apre`s
le lemme 4.2 ceci e´quivaut a` dire que, pour toute coordonne´e barycentrique λi de σ, on
a β ∧ dλi = 0. D’ou` le re´sultat puisque les λi forment un syste`me de coordonne´es dans
π(σ). 
6 Primitives relatives de formes diffe´rentielles sous-
analytiques
Notre re´sultat principal apparaˆıtra en section 6.4 comme corollaire du re´sultat suivant :
The´ore`me 6.1. Soient g : X → Rn un morphisme analytique oriente´ propre et triangu-
lable entre varie´te´s analytiques, et soit ω une r-forme diffe´rentielle de´finie sur X, sous-
analytique et continue, telle que sa restriction a` chaque fibre non-singulie`re g−1(y) soit
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la diffe´rentielle d’une forme sous-analytique ξy. Il existe une forme diffe´rentielle sous-
analytique Ω sur X, de degre´ r− 1 et, pour chaque fibre non-singulie`re g−1(y), une forme




ou` ιy de´signe le plongement dans X de la fibre g
−1(y).
Ce the´ore`me exprime le fait que l’on peut remplacer les formes ξy, primitives de ω sur
chaque ﬁbre non singulie`re, par une forme Ω qui a l’avantage d’eˆtre de´ﬁnie sur tout X ,
mais ceci a` une forme exacte pre`s sur chaque ﬁbre non singulie`re. L’existence de Ω sera
montre´e au niveau du faisceau prismal Pf , en la construisant d’abord dans chaque prisme
π(σ) de dimension maximum, puis “verticalement”, au dessus de chaque simplexe τ de la
base, enﬁn en montrant que les formes ainsi obtenues se recollent “horizontalement”.
Preuve. Choisissons une triangulation sous-analytique de g et, reprenant les notations de
1.1, notons t : ∆ → X l’home´omorphisme sous-analytique correspondant, et f : ∆ → T
le morphisme simplicial oriente´ de´duit de g. La forme t∗ω est sous-analytique sur ∆.
D’apre`s la Proposition 5.3, on peut e´crire sur le faisceau prismal Pf l’e´galite´ de formes
diﬀe´rentielles
(ψ∗de∗S) ∧ (ψ
∗(t∗ω)− ω1) = 0, (6.9)










ou` les (φℓ)ℓ∈L sont les faces de σ de dimension relative r et d’image τ , et les Aφℓ sont des
fonctions sous-analytiques de´ﬁnies sur σ. Notons encore Aφℓ pour Aφℓ◦ψ ; par construction,
lorsque le prisme π(σ) varie ainsi que son image τ , la donne´e π(σ) 7→ Aφℓω(π(φ
ℓ)/τ ; π)
de´ﬁnit une forme diﬀe´rentielle relative sur Pf .
Cherchons les conditions pour que la forme diﬀe´rentielle ω1 soit exacte dans les ﬁbres.
Le lemme 3.10, b) sugge`re de l’e´crire comme diﬀe´rentielle d’une combinaison de formes
de Whitney.
Examinons d’abord ce qui se passe dans le prisme π(σ) = τ × σ0 × σ1 × · · · × σs. Les
faces de π(σ) de dimension relative r et ayant pour image τ sont de la forme
π(φ) = τ × σ′0 × σ
′
1 × · · · × σ
′
s
ou` chaque σ′i est une face du simplexe σi et ou` la somme des dimensions des simplexes σ
′
i
vaut r. Chaque face de π(φ) de dimension relative r−1 et ayant pour image τ est obtenue
par le proce´de´ suivant : On choisit un sommet yj du simplexe τ et, dans le simplexe σ
′
j
au dessus de yj , un sommet xj,q. Si l’on note σ
′′
j,q la face de σ
′
j oppose´e au sommet xj,q, on
obtient une telle face de π(φ) note´e






j+1 × · · · × σ
′
s.
La donne´e du couple (φ, γ) de´termine donc l’indice j = j(φ, γ) du sommet yj au dessus
















Sf au dessus de τ Pf au dessus de τ
Dans cette ﬁgure, σ est le te´trae`dre de ﬁbres σj au dessus de yj et un point au dessus de
y0, le triangle φ (hachure´) en est une face de dimension relative 1 et sa ﬁbre au dessus de
yj est σ
′
j , face de σj . Le segment γ est une face de codimension 1 de φ, diﬀe´rant de φ au
dessus du sommet yj de τ . Le sommet xj,q de σ
′
j est le seul sommet de φ n’appartenant
pas a` γ.
Dans Pf , le prisme π(σ) est le prisme triangulaire de base σ˜j . Le “rectangle” π(φ) en est
une face. Les e´le´ments de la ﬁbre de Pf au dessus du sommet yj de τ sont note´s comme
suit : u˜ = σ0 × · · · × u× · · · × σs ou` u ﬁgure en j-e`me position.
On a e´galement dessine´ d’autres simplexes tels que σ et φ dont γ est une face.
Figure 8 – Faces γ de φ dans Sf et Pf
Ecrire que la forme diﬀe´rentielle ω1 est exacte dans les ﬁbres revient a` re´soudre dans
le prisme π(σ), pour chaque face π(φ) comme ci-dessus, l’e´quation
t
|φ0|
0 · · · t
|φs|





















ou` la seconde somme porte sur les faces γ de codimension 1 de φ diﬀe´rant de φ par un
sommet xj,q situe´ au dessus du sommet yj de τ . Les inconnues C
φ
γ sont des fonctions
sous-analytiques des coordonne´es barycentriques de τ et de φ, a` support dans le prisme
π(σ).
Le calcul de de(C
φ
γω(π(γ)/τ ; π(σ)) est une version relative, et dans π(σ), du Lemme
3.13. Notons (φh)h∈H l’ensemble des faces de dimension relative r de σ ayant pour image
τ et admettant γ pour face de codimension 1. En utilisant les notations de Lemme 3.13
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et celles des coordonne´es barycentriques (2.3), il vient :
de(C
φ














ω(π(φh)/τ ; π(σ)), (6.11)
ou` la somme sur i porte sur les coordonne´es barycentriques λi de γ, conside´re´es comme
coordonne´es barycentriques de φh, c’est-a`-dire que la coordonne´e barycentrique de φh
correspondant au sommet de φh \ γ n’apparaˆıt pas (voir le lemme 3.13).
D’apre`s les formules (6.10) et (6.11), la de´termination des Cφγ se rame`ne a` la re´solution
pour tout prisme σ d’image τ , pour toute face φ de σ d’image τ et de dimension relative










ou` γ de´crit l’ensemble des faces de φ de codimension 1 et d’image τ , ne diﬀe´rant de φ
qu’au dessus de yj . Celles-ci sont de dimension relative r − 1 et la seconde somme porte
sur les coordonne´es barycentriques λi de γ, dont l’ensemble est note´ I(γ).
Notons n(φ/τ) le nombre de telles faces γ de φ. Nous allons chercher des solutions de
la forme Cφγ = tjC˜
φ
γ ou` la fonction C˜
φ















co¨ıncidant avec Aφ en restriction a` γ.
Remarquons que, travaillant, a` ce niveau de la de´monstration, notre construction nous
assure de l’existence d’une solution locale. Le fait que l’on puisse trouver une solution
globale (dans les ﬁbres au dessus de l’inte´rieur de τ) viendra de l’hypothe`se d’exactitude
de la restriction de la forme ω aux ﬁbres lisses.
6.1 Re´solution de l’e´quation aux de´rive´es partielles
La re´solution de l’e´quation (6.12) proce`de de la proposition suivante :
Proposition 6.2. 1) Sur le simplexe σ = {u ∈ Rk, ui ≥ 0,
∑k










avec un second membre B sous-analytique et continu sur σ et analytique a` l’inte´rieur, a







Elle est analytique a` l’inte´rieur de σ.


























































ce qui montre que la fonction E est une solution de l’e´quation. Elle est continue puisque
B l’est, et sous-analytique sur σ d’apre`s le Lemme 4.11 applique´ a` φ(s) = s
1
r .
Prouvons maintenant l’unicite´ de la solution. Il s’agit de prouver que la seule solution


































r ) ou` C(u) est une fonction sous-
analytique et continue. Si E 6= 0 on en de´duit en faisant s = 0 que C(u) est constante et
e´gale a` E(0) et en faisant s = 1 que E(u) = E(0)exp(−r) ce qui montre que la fonction



















nous voyons que le de´veloppement de Taylor de E converge la` ou` B est analytique. Ceci
prouve la premie`re partie de la proposition.














Cφγω(π(γ)/τ ; π(σ)) (6.14)
est donc, relativement a` ω(π(φ)/τ ; π(σ)), une primitive de (6.10) si nous conside´rons
chaque Cφγ comme une fonction des coordonne´es barycentriques λ de σ, inde´pendante de
la coordonne´e attache´e au sommet de φ non situe´ dans γ.
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Remarquons que
1. toute autre solution du syste`me d’e´quations (6.10) est une forme qui diﬀe`re de la
pre´ce´dente par une forme ferme´e.
2. la forme (6.14) est de´ﬁnie localement (en fait, dans l’“e´toile de π(φ)”).
Aﬁn de montrer que l’on obtient globalement une forme primitive relative de ψ∗(t∗ω), il
nous faut montrer :
a) que l’on peut construire a` l’aide de (6.14) une forme de´ﬁnie au dessus de l’inte´rieur
de τ , et qui soit primitive relative de ψ∗(t∗ω) (prolongement vertical),
b) que la forme ainsi de´ﬁnie se spe´cialise “correctement” au dessus des faces de τ de
fac¸on a` de´terminer une forme dans Sf (prolongement horizontal).
6.2 Prolongement vertical
On peut supposer T triangule´ de telle fac¸on que les ﬁbres singulie`res de f : ∆ → T
soient situe´es au dessus du squelette de codimension 1 de T . D’apre`s l’hypothe`se du
the´ore`me 6.1, la restriction de t∗ω a` toute ﬁbre lisse de f est exacte. Au dessus de tout
point y de l’inte´rieur d’un simplexe τ de dimension maximum, on peut donc e´crire dans
la ﬁbre lisse Fy = f
−1(y), en notant iy son inclusion dans ∆
i∗yt
∗ω = dζy




bk ω(γk/τ ; σ),
la somme portant sur les simplexes σ de dimension maximum au dessus de τ et sur les







0 . . . t
|γk,s|
s (bk ◦ ψ)ω(π(γk)/τ ; π(σ))
qui est une forme de´ﬁnie dans la ﬁbre de Pf au dessus de y.







0 . . . t
|γk,s|























ou` chaque face γk de dimension relative (r − 1) et d’image τ apparaˆıt une seule fois de
chaque coˆte´ de l’e´quation. Remarquons cependant que si γk (dans la somme de gauche)
co¨ıncide avec γ (dans la somme de droite), alors |γk,i| = |φi| pour i 6= j et |γk,j| = |φj|−1,
autrement dit les deux termes t
|γk,0|










j+1 · · · t
|φs|
s sont e´gaux.
D’apre`s le lemme de Poincare´ applique´ au domaine e´toile´ π(σ) ∩ f−1(y) (ﬁbre non
singulie`re), et avec des notations e´videntes, il existe une (r−2)-forme αy sur π(σ)∩f
−1(y)



































Dγkβ ω(π(β)/τ ; π(σ))
)
,
ou` β de´crit l’ensemble des faces de codimension 1 de γk ne diﬀe´rant de γk qu’au dessus
du sommet yh de τ .
Nous sommes donc ramene´s a` re´soudre, pour chaque π(γk) l’e´quation
t
|γk,0|





























laquelle est du meˆme type que l’e´quation (6.10). Les solutions en Dγkβ sont donc donne´es
par la proposition 6.2. Elles sont sous-analytiques, la forme correspondante∑
β⊂γk
Dγkβ ω(π(β)/τ ; π(σ))









Dans le faisceau prismal Pf , et dans chaque ﬁbre lisse au dessus de l’inte´rieur d’un simplexe




0 · · · t
|φs|


























ou` les faces φ, γ, β de σ ont toutes pour image τ et sont de dimension relatives respectives
r, r − 1, r − 2.
La forme H est de´ﬁnie sur le faisceau prismal Pf au dessus de tout simplexe (ferme´)
τ . D’apre`s la proposition 3.8, H est image re´ciproque d’une forme diﬀe´rentielle HS de´ﬁnie











Il en est de meˆme de αy au dessus des points y de l’inte´rieur de τ , laquelle s’e´crit
αy = ψ
∗(αS,y). Au dessus d’un tel point, autrement dit pour toute ﬁbre non singulie`re
Fy = g








Soit alors τ ′ une face de τ et φ′ la face de φ situe´e au dessus de τ ′. Notons y0, . . . , yu
les sommets de τ ′ et donc φ0, . . . , φu les faces de φ
′ situe´es au dessus de ces sommets.
Supposons dans un premier temps dimrel φ
′ < r. Cela implique
|φ0|+ · · ·+ |φu| − u < r.
Mais comme |φ0|+ · · ·+ |φs| − s = r, il vient
|φu+1|+ · · ·+ |φs| − (s− u) > 0
ce qui signiﬁe que l’on a |φj| ≥ 0 pour l’un au moins des j = (u+1), . . . , s. On en conclut
que le coeﬃcient t
|φ0|
0 · · · t
|φs|
s tend vers 0 lorsqu’on s’approche de φ′ et donc la forme (6.17)
s’y annule.
Supposons maintenant que dimrel φ
′ ≥ r, cela signiﬁe que
|φ0|+ · · ·+ |φu| − u ≥ r
et donc certains des |φj| pour j > u peuvent s’annuler. En particulier, pour |φu+1| = · · · =
|φs| = 0, le prisme au dessus d’une ﬁbre de τ
′ co¨ıncide avec le prisme au dessus d’une ﬁbre
de τ . La de´ﬁnition (formule 6.13) de Cφγ en fonction de Aφ inte`gre les signes et coeﬃcients
de la formule 5.7. Ce sont, d’apre`s la proposition 3.8, les signes et coeﬃcients ne´cessaires
pour que la forme diﬀe´rentielle (6.17) se spe´cialise correctement et de´ﬁnisse une forme sur
le faisceau prismal Sf .
Dans tous les cas, la forme que l’on peut de´ﬁnir sur τ ′ par le meˆme proce´de´ co¨ıncide
donc avec la spe´cialisation de la forme de´ﬁnie sur τ .
Comme de plus les exposants de t
|φ0|
0 · · · t
|φs|
s correspondent aux dimensions conve-




pour toute ﬁbre non singulie`re g−1(y). Par l’home´omorphisme sous analytique t, on en
de´duit le the´ore`me 6.1. 
6.4 Le re´sultat
Corollaire 6.3. Soient g : X → Rn un morphisme analytique oriente´ propre et triangu-
lable entre varie´te´s analytiques, et soit ω une r-forme diffe´rentielle sur X sous-analytique
continue telle que la restriction de ω a` chaque fibre non-singulie`re de g soit la diffe´rentielle
d’une forme sous-analytique. Il existe une (r − 1)-forme sous-analytique continue Ω sur
X telle que l’on ait
dg ∧ (ω − dΩ) = 0
ou` dg est l’image inverse de la forme volume sur Rn.
Preuve. Par hypothe`se, la restriction de ω a` toute ﬁbre non-singulie`re de g s’e´crit :
ωy = dξy.
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D’apre`s le the´ore`me 6.1, il existe une forme diﬀe´rentielle (r− 1)-forme diﬀe´rentielle sous-




pour toute ﬁbre non singulie`re de g, ou` ιy de´signe le plongement dans X de la ﬁbre g
−1(y).
La diﬀe´rentielle de Ω au sens des distributions admet un repre´sentant sous-analytique
continu et qui ve´riﬁe (voir le lemme 4.2)
dg ∧ (ω − dΩ) = 0.
Ceci de´montre le corollaire.

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